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Mmsk  iM  ffinftcn  anflöge. 


55ei  bie[er  neuen  5luflage  fmb  bie  @d^e  ü6er  bag  for^evlii^e  ÜDreied 
ben  ©ä^en  bon  ber  fenfrec^ten  ?age  bcr  ©bcnen  unb  IHnien  im  9?aiime 
üorangefiettt  unb  Ic^tere  auf  erflere  gegrünbet  tt)orbcn.  ®d)on  in  frü= 
^crcu  Sluflagen  l^atte  ber  2Serfa[fer  bie  ©runblage  für  bie  ©ä^e  üon 
ber  fenfrec^ten  8age  baburc^  getr>onnen,  ba^  §wei  congruente  red^twinflige 
©reiede  jum  !De(fen  getradjt  würben.  3)a  feboi^  biefe  nur  einen  be= 
fonbern  gaU  beg  forperlic^en  ©reiecf»  üBer^auvt  Bilben,  fo  tnu^te  fd)on 
üon  üorn  :§erein  einlend)t-en ,  ba^  bie  gan^e  33el)anblung  fu^  tcefentlii^ 
öereinfadjen  lüürbe,  ujenn  ftd)  bie  aHgemeine  ^fteorie  beä  förperlic^en 
©reiecfg  itßert)aupt  jenen  ©ä^en  boranjleflcn  lie^. 

©iefer  Stnorbnung  flanb  jeboc^  ber  Umftanb  f)inbcrnb  entgegen,  ba§ 
in  ben  Sel^rgeBduben  ber  (Stereometrie  Don  ben  fei^g  dongruen^fä^en 
beg  forperlid)en  >Dreiedg  jtoei  6efanntli(^  mit  ^ilfe  beg  ©rgänjungg^ 
breietfg  erliefen,  alfo  auf  bie  (gä^e  toon  ber  fcnfrec^ten  Sage  geftu^t 
»erben.  9?un  Bot  fid)  jiuar  al§  nat)e  licgenb  ber  Stuöitieg  bar,  juer^ 
bie  toier  anbern  (Songruenjfä^e  auf^ufü'^ren ,  in  beren  33en)etfen  ba§  (Bxr 
gdnjung§breied  nid)t  i^injugcjogen  wirb,  bann  bie  Sefire  üon  ber  fenf- 
rechten  Sage,  für  beren  33egrünbung  biefe  ©d^e  üollftdnbig  au§reid)en, 
unb  hierauf  bie  Beiben  nod)  fcMenben  ©ongruen^fdlje  bom  förderlichen 
T)re{ed  folgen  ju  laffen.  ©ine  foI(^e  ©paltung  ber  8ef)re  üon  bcm 
forperIi(^en  !Dreied  in  jnjei  St^eile  unb  ba§  3^ifd)^"f<J)ic6f"  fi"c^  ^^'' 
fangreid)en  2lBfd)nitt§  ^njifc^en  biefe  einem  einigen  ©anjen  angel^orenben 
Streite  erff^ien  jeboi^  bem  23erfaffer  fo  nnnatürlid),  ben  (Srforberniffen 
eine§  Wo^Igeorbneten  ©tiflem^  fo  gdnjlid)  n:iberfireitenb,  ba^  berfelBe 
auf  bie  angegeBenen  2Sortf)eile  fo  lange  üerj^ic^tet  ^at,  alg  eg  i^m  nic^t 
gelungen  tear,  bie  8el}re  üom  fßrperlid)en  ©reiede  gdnjlii^  una6f)dngig 
üon  ben  ^ä^m  üBer  bie  fenfre^te  Sage  ju  enttt)ideln,  um  fie  aU  tin 
jnfammen^ngenbeg  ©an^e  jenen  ©dfeen  boranfieHen  ju  fßnnen. 

!Diefeg  fd)on  lange  erftreBte  ßiel  ifl  ber  SSerfaffer  Balb  naä)  bem 
©rfi^einen  ber  oierten  Sluflagc  biefeg  gel)rBu(^e§  ju  erreichen  fo  glücflic^ 
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gciüefen,  unb  iiat  bevfelBc  bie  aufgcfunbene  Söfung  ber  angeführten  Sluf» 
gaBe  juerfl  tu  bem  Programme  be^  ©^mnafiumg  ju  ©oefi  üom  3a!§r 
1853  üeröffentlid)t.  SDag  {5r[d)eineu  biefer  neuen  Sluflage  aBer  Bietet 
bem  SSerfaffer  bie  fe^r  emünfd}te  ©elegen^eit  bar,  bie  erhielte  ^erBeffc- 
rung  ^itm  SSeflen  ber  @d)iiler  in  2{ntt)enbiing  Bringen  5U  fonnen. 

3Son  ben  Beiben  ^aupttl}ei(en  ber  «Stereometrie,  toon  benen  ber  eine 
bie  gegen[eitige  Sage  ber  öinien  unb  Ebenen  int  9?anme,  ber  anbere  bie 
Stuönteffnng  ber  boEjlänbig  Begrenjten  5lörper  ,^tim  ©egenflanbe  l^at,  6e- 
xül}t  bie  23ebeutung  bes  Settern  öor5i'tg(i(^  auf  ber  praftifc^en  2ßi(i)tig= 
feit  feiner  S^cfuttate.  31I§  ein  Befoubcrä  förberfame»  93i(bunggniittel  für 
ben  Uuterrid)t  faun  tiefer  ^§eit  fd)ou  baruni  itjeniger  gelten,  aB  nur 
bie  Siegel  für  bie  Sluöttieffung  ber  ^ri^maä  —  unb  anä)  bicfe  junt 
^|eil  mit  .^ilfe  fc^werfäfliger,  ju  ber  (Sinfad)§eit  ber  ju  erfd)Iie|eitben 
2Ba^rI)eit  in  feinem  SSertjättniffe  fte^euber  33emeife  —  eine  ^reug  triffen^ 
f(i)aftlid;e  93egrüubuug  juld^t,  eine  \clä)t  aBer  nii^t  BIo^  für  bie  runbcn 
Körper,  fonbern  andi)  für  bie  ^^ramibe,  atfo,  mit  alleiniger  Stu^nafime 
be^  ^ri^mag,  für  bie  edigen  l^örper  überhaupt  gänjlid)  fef)It. 

5)er  aitbere  ^fieil  bagegen,  n)eld)er  üon  ber  Sage  ber  Sinien  unb 
@6enen  im  kannte  I)aubelt,  ermeift  fid)  aU  Befouberä  an^iel^enb  unb 
te^rreic^  baburc^,  ta^  bie  in  bemfelßen  ju  erorteruben  23egriffe,  nad)bem 
fie  fd)on  in  ganj  analoger  SBeife  in  ber  Planimetrie,  jeboc^  in  ber  bic= 
fem  3^^f'BS  '^^^  ©eometrie  eigent^ümlid;en  ^efd)ränftl^eit  l^erüorgetreten 
ftnb,  nun  in  ber  Stereometrie  in  t)ofIer  ^ißgemein^eit  burd)gefü^rt  tt)er= 
ben.  3"feein  fo  bie  analogen  ©ä^e  ber  ^Planimetrie  \iä)  aU  Befonbere 
i^dtte  ber  aCgemeinen  2Ba^rf)eiten  ber  Stereometrie  barflctten  unb  jum 
$tf)eit  in  biefer  uuBebiugte  ©iltigfeit  Bel}alten,  junt  S:l)eil  mit  bem 
S^ieberreijjen  ber  ©(^raufen  ber  Planimetrie  in  ber  Stereometrie  il)ren 
Stü^puuft  oerliercn,  ergißt  fi(^  5tt)ifd)eu  ben  8ef)ren  Beiber  !£)igciplinen 
neBen  ütelfad)er  UcBcreinflimmung  anbererfeitg  oft  in  ber  üBerrafc^enbften 
SCßeife  bie  maunigfad}fte  2Scrf(^iebent)eit.  ^a  man  n)irb  nod)  üBerbie^ 
Behaupten  fönuen,  bap  bie  Stereometrie  jugieid)  eine  grrinblid)ere  @iit= 
fid)t  in  bie  Betreff enben  Se^ren  ber  ^iplanimetrie  eröffnet,  inbem  fi(^  tiit- 
felbeu  bem  bur(^  feine  Sd)ranfen  me^r  Beengten  23Iide  oon  bem  ^o^eren 
©tanbpuufte  ber  Stereometrie  aus  in  i^rem  93er^dltniffe  aB  Sefonber; 
l^eiten  §tir  Mgemein^eit  barfieUen. 

gfir  jenen  ^attptt^eil  ber  «Stereometrie,  beffen  ^ol^e  Söebentung  für 
ben  Unterrii^t  löir  f)ier  ^eroorjutieben  t)erfu(^t  ^aBen,  ifi  Bei  biefer  neuen 
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51itflage  bur(^  ben  oBen  angegebenen  ®nttt)i(fehmgggang ,  in  ^olge  beffen 
fid)  bie  einzelnen  Seigren  in  ber  natürlicf)f}en  SSeife  au  einanber  reiben 
unb  bie  fpäter  folgenben  fa^  üon  felBfl  au§  ben  üoranget^enben  ^erüor= 
fliegen,  eine  (Sinfac^^eit  ber  2t6teitungen  unb  eine  Uc6erfid)tlid)feit  beg 
f^ftematifc^en  3"f^'"tt^c"^^"Sf^  gemouneu  tt)orbeu,  njelc^e,  wie  ber  SSer^ 
faffer  l^offt,  iUn  fo  [el}r  baju  Beitragen  njirb,  bem  Sd)ii(er  bag  ©tn= 
bium  biefe^  S^eileg  ber  SJZat^ematif  ju  erleid;tern,  aU  ba^  3ntere[fe 
an  biefem  ©tubium  ju  forbern. 

©oeft,  im  ©e^)tem6er  1855. 
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Einleitung. 


^entert ung  1.  9?ac^  ber  breifa(|en  2tu§be^ming  be§  SZaumcS  jetföllt  btc 
©eometrie  (Sftaumle^re)  in  brei  2;f)eUe:  ßongimetric,  ^Planimetrie  unb 
©tereometrie.  ®ie  Songimetrie  *)  t)c)d)räntt  [i(^  auf  bie  23etra(^tung 
einer  einzigen  S[u§be(;ming ,  bie  ^Planimetrie  6etract)tet  ba§  nad)  jiüei  'Sti^- 
tungen  2{u§gebe§nte,  läpt  afcer  bie  britte  3tu§bel)niing  no(^  un&eriirf[id}tigt;  bie 
«Stereometrie  nimmt  jugteii^  auf  alle  brei  S(u§be()nungen  9tü(ffi(fit.  ®te 
fiongimetrie  [teilt  oUe  i^re  ^Betrachtungen  in  einer  gcraben  Cinie  an;  bie 
^Planimetrie  ift  mit  ifircn  Sonftructionen  an  ein  unb  biefclbe  ebene  g(ä(^e 
gefcunben,  über  weld^e  fie  nii^t  ^inau§ge^t;  i^re  Objefte  liegen  entroeber 
wirftit^  in  berfelben  (Ebene  ober  fonnen  bo(^  ol§  in  berfetbcn  dbene  liegenb 
»orgefteHt  Vüerben.  5)?ur  bie  Stereometrie  fcnnt  feine  23cfd;ränfung  unb 
barf  ftc^  frei  im  9?aume  nat^  allen  brei  9ti(i)tungen  t)in  beivegen. 

®ie  ßongimetrie  fann  e§  allein  mit  geraben  Cinien  ju  t()un  '^aben; 
bie  frumme  Sinie  unb  bie  ebene  g-lädje,  ba  an  il)nen  jugteii^  jtt>ei  ®imen= 
[ionen  auftreten,  gel)oren  ber  Planimetrie  an;  eben  fo  fönncn  frumme  %lä= 
(^en  unb  Körper,  ba  fie  ni^t  me^r  in  eine  (Sbene  gebrad)t  iverben  fönnen,  ba 
an  i^nen  ^ugleid^  brei  2)imenftonen  auftreten,  aßein  ©egenftanb  ber  @tereo= 
mctrie  fein. 

©0  lüie  aber  bk  ^Planimetrie  fid^  feine§TOeg§  auf  bie  SSergtei(^ung  be§ 
3iil)alt§  unb  auf  bie  2(u§meffung  ber  üollftänbig  begrenzten  ebenen  gläi^en 
(2tbfd)nitt  7,  9  unb  10  ber  ^Planimetrie)  bef(^ränft,  fonbern  bie  jenigen  @ä|e, 
njelc^e  fii^  auf  bie  gegenfeitige  9tbl)ängigfeit  ber  ßänge  unb  Sage  geraber 
ßtnien  be§ie^en,  ben  bei  iweitem  größten  2;^eil  ber  Planimetrie  (Ibfc^nitt 
1  —  6  unb  8  ber  ^Planimetrie)  auSmat^en,.  fo  f)at  e§  aui^  bie. (Stereometrie 
Weber  aus|d)lie^li(^,  no(^  Biftjug§n3eife  mit  ber  2(u§meffung  ber  üoOftdnbtg  be= 
grcnjten  £6r^er  ju  t§un ;  üielme^r  bilben  bie  Sä^e  über  bie  gegenfeitige  Sage 
ber  ßinien  unb  (Ebenen  im  9?aume  (foVüol)l  in  t^eoretifc^er ,  al§  praftif(^er 
^tnfii^t),  wenn  ni(^t  ben  tvii^tigften,  boc^  genji^  einen  eben  fo  wichtigen  Z^eil 
ber  Stereometrie  (21bf(^nitt  1  —  4  in  biefem  8el)rbud}e). 

*)  aSergl.  bie  2tnm.  ju  §.  3  ber  ^Planimetrie. 

Soppe'S   ©tereometric.    5.  3tufl.  1 


23emer!ung  2.  ©te  ß&ene  felBft,  in  tnelt^er  bie  gjfanimetrie  otte  i^re 
ßonftriictionen  au§jufü§ren  I)at,  fann  offenbar  in  ber  Planimetrie  niematg 
©egenftanb  ber  S3etrac§timg  werben,  ba  ein  23etrac§ten  biefer  ßbene  jugleic^ 
ein  .§crau§treten  au§  berje(6en,  alfo  ein  3Serlaffen  beg  gelbe§  ber  ^Planimetrie 
forbert.  ©urd)  biefeg  §erau§treten  an§  ber  einen  Sbene,  an  tt)e((^e  bie  5p(ani= 
metrie  gefeunben  war,  ift  ber  erfte  ©rfjritt  in  bie  (Stereometrie  geti)an.  ®iefe 
ßSene,  welche  in  ber  ^ßtanimetrte  immer  nur  eine  war,  ift  nun  in  ber  @tereo= 
metrie  §u  einer  unenbti(^  mannigfaltigen  geworben,  (im  9?aume  cjiftiren  uns 
enbfit^  toieie  üerf(^iebene  ßbenen,)  unb  e§  6ebarf,  um  au§  biefer  unenblii^en 
3)Zannigfa(ttgfett  eine  ^Beftimmte  @6ene  ^erauSjuljeten ,  eine§  Wüklß ,  i§re 
ßage  feftjuftellen. 

Sie  Sage  einer  Sinie  (in  ber  (S6ene  ober  im  3taume)  ift  bur(^  §wet 
5|ßunfte  gegefien.  3^^^  fünfte  allein  aber,  ba  fie  nur  eine  ßinie  (eine  2iu§= 
be^nungj  befttmmen,  fönnen  ni(^t  ^inreitfjen,  bie  Sage  einer  (Sbene  feftjufteden, 
inbem  bei  biefer  no(^  eine  jweite  21u§bef)nung  Ijin^ufommt.  @g  Bebarf  ^ier 
no(^  einer  jweiten  Öinie  ober  eine§  britten  ^unfteg,  weither,  mit  einem  ber 
beiben  anbern  5ßunfte  oerbunben,  eine  jweite  ßinie  liefert.  —  ®iefe  Ueber= 
tegungen  fül)ren  §u  bem  folgenben  Sa^e. 

§.  1.    ©tun&fa^. 

1)  ©ieSage  einer  Sbene  ift  bur(^  brei  5]3un!te  gegeben,  welche 
ni(^t  in  geraber  Sinie  Hegen;  b.  ^.  burd;  jebe  brei  fünfte  lä^t  fi(^ 
eine  Sbene  legen,  unb  bur(^  brei  fünfte,  welche  ni(^t  in  geraber  Sinie  liegen, 
fann  nur  eine  einjige  ßbene  gelegt  werben. 

§.  2.    3ufa^. 

S)a  bur{^  jwei  wiClfürlit^e  ^punfte  einer  Öinie  *)  biefe  in  i^rer  ganjcn 
2tugbe[)nung  gegeben  ift  unb  umgefel)rt  mit  einer  Sinie  a\x<i)  alle  i§re  fünfte 
gegeben  finb,  fo  folgt  ^ieraug  ferner:  bie  Sage  einer  (Ebene  ift  aucl)  gegeben: 

2)  iüxä)   eine  Sinie  unb   einen   ^unft  au§ert)alb  berfelben,  fo    \vk  auc^ 

3)  bur(^  jwei  fi(^  fc^neibenbe  Sinien;  —  biefe  laffen  \iä)  ne^mlit^,  in; 
bem  man  jum  gemeinf(^aftli<^en  ®ur(f)fc^nitt§^3unfte  einen  willfü§rti(^en  ^^unft 
auf  jeber  ber  beiben  gegebenen  Sinien  l)injufügt,  auf  brei  ^unlte  §urü(Jfü^ren. 

dagegen  ift  eg  ni(^t  allemal  mögli(^,  bur(|  oier  ^jSunfte  ober  bur^  S^ei 
willfürli(^e  ßinien  im  Dkume  eine  Sbene  ju  legen,  wo^l  aber  burc^  §wei 
^saraüele  Sinien,  ba  biefe  immer  alg  in  einer  Sbene  liegenb  gebotet  werben. 
—  S)ie  Sage  einer  (Ebene  ift  ba^er  aucf)  gegeben: 

4)  buri^  5Wei  parallele  ßinien. 

Stug  bem  oor^erge^enben  §.  ergiebt  fii^  weiter 

1)  hmä)  §wei  fünfte  ober  eine  ßinie  allein  laffen  fi(^  unjä^Iige  ©bcnen 
legen;  unb  umgefef)rt 

2)  wenn  jwei  Ebenen  mel)rere  5|Sunfte  gemeinf(^aftli(^  ^aben,  fo  muffen 
biefe  alle  in  einer  geraben  Sinie  liegen,  —  ba  \\6)  bur(^  brei  ni(^t  in  gerober 

*)  SQScnn  :^icr  unb  im  golgenben  bas  aßovt  „!i!inie"  o^ne  33eitoort  getrauert  toirb, 
\o  ijt  in  ber  Siegel  barunter  bie  gerabe  Üinie  ju  »elfteren. 


ßtnie  licgenbe  ^untk  na(^  §.  1  ntc^t  jwei ,  fonbern  nur  eine   einjige   SBene 
legen  lä^t. 

3)  2{iif  einer  Sinie  laffen  fic^  in  einem  gegebenen  ^punfte  unjä^Iige  ßot:^e 
aufri(f)ten,  .^  ha  buri^  bie  Sinie  unjä^üge  (Sbcnen  gelegt  njcrbcn  fonnen,  unb 
in  jeber  berje(6en  auf  ber  gegebenen  Sinie  in  bem  gegebenen  5puntte  [id)  ein 
ßot^  errtd}ten  lä^t.  —  dagegen  fann 

4)  auf  eine  Sinie  au»  einem  au§erf)at&  gegebenen  ?)3un!tc  nur  ein  Sot^ 
gefällt  werben,  —  ba  bur<^  bie  Sinie  unb  ben  ^unft  au§er  i^r  bie  Sage  ber 
6bene  feftgefteüt  i[t.     ßben  fo  fann 

5)  burd^  einen  5|5unft  au§er()aI6  einer  Sinie  mit  berfelben  nur  eine  ein= 
jige  parallele  gebogen  werben. 

Stnm.  Sie  §§.  42,  3  unb  47,  3  ber  ^Planimetrie  Jcl^altcn  alfo  auo)  in 
ber  ©tcreometrie  unBebingtc  ©iltigfeit,  itjä^rcnb  §.31  für  bie  ©tcrcomctric  nur 
bann  gilt,  trenn  jugleii^  btc  Sage  ber  ßbene  gegeben  ifl,  in  toelrficr  baä  2ot^ 
errichtet  tocrben  foH. 

§.  4.    (SvHävunq, 

3wei  @benen  fönnen  in  j\reifa(^er  Sage  gebaut  werben;  entwebcr 

1)  fie  fc^neiben  \i<i)  unb  i()r  ®urd)jc^nitt  ift  m<i)  §.3,2  eine  gerabe 
ßtnie  —  ober 

2)  fxi  treffen  in  feinem  fünfte  jufammen  unb  werben  bann  parallel 
genannt  *). 

©tatt  be§  2Borte§  ®ur(^f(^nitt§linie  fagt  man  au(^  fürjer:    ßante, 

§.  5.    (fvflävunq^ 

©ine  (unbegrcnjte)  gerabe  Sinie  fann  in  breifac^er  Sage  gegen  eine  (Ebene 
gebac^t  werben:  entweber 

1)  fie  liegt  ganj  in  ber  Sbene,  ober 

2)  fie  fcl}neibet  biefetbe  in  einem  fünfte,  ober 

3)  fie  I)at  mit  ber  Sbenc  feineu  5punft  gemeinfc§aftli(^  unb  ^ei|t  bann 
ber  (Ebene  ^^arallet. 

§.  6.    ecflärung. 

,    2Iu(|   jwei    Sinien    im    9?aume    fönnen    breifac^    gegen    einanber    liegen; 
entweber 

1)  fie  (liegen  in  berfelben  ßbene  unb)  f(^neiben  \\ä),  ober 

2)  fie  (liegen  in  berfelben  (Ebene  unb  f^neiben  fici^  ni(f)t,  b.  ^.  fte)  tau= 
fen  parallel,  ober 

3)  fte  liegen  nii^t  in  berfelben  Sbene;  (fte  fc^neiben  ft(^  alfo  ni(^t  unb 
ftnb  ou(^  ni(^t  parallel.)     9}2an  fagt  bann:  bie  Sinien  freuten  fic^. 

*)  ®tc  aKögli^fcit  paraHeter  ßbenen  werben  toir  f)?5tcr  in  §.  17  nac^tocifcn. 
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ffirlter  ^bfdinitt. 
parallelen  ^i^enen« 


A.    ßtmen  in  ©liencn,  ioelc&c  ftc^  fc^ncibcn. 

23emetfung.  ©o  ttjie  in  ben  ©ä|en  ber  ^(animetrie  ü6er  bte  ßage 
bet  5)ßunfte  unb  ßtnien  in  einer  ßbene  nii^t  sunädjft  fünfte  mit  5)Sunften  ober 
mit  ßtnien  mimittelbar  oergli(^en,  fonbern  oUejeit  bie  5|3unfte  miter  \xä)  unb 
mit  ben  in  23etra(^t  ju  jie^enben  Linien  bur(^  ßinien  »erbunben  werben,  fo 
f(^Ue|en  wix  aud)  in  ber  ©tereometrie  fortwö^renb  Ranfte  unb  ßinien  burcb 
6&enen  an  einanbcr  unb  an  gegebene  (Ebenen  an  unb  beginnen  bemgemöi 
mit  jwei  \iä)  ^(^ncibenben  (Sbenen. 

§.  7.    2ei)vSan. 

1)  SBenn  jwei  Sbenen  ABM  unb  ABN  (§ig.  1)  fic^  f(^neii:en  unb  eine 
Sinte  CD  in  ber  einen  ßbene  ABM  gejogen  bie  ^ante  AB  in  einem  fünfte 
D  burc^^c^neibet ,  fo  fc^neibet  fte  in  biefem  fünfte  offenbor  au(^  bie  anbete 
©bene  ABN;  unb  umgefel)rt, 

2)  wenn  eine  ßinie  in  ber  einen  i?on  jtttei  ft(^  f{|neibenben  (gbenen  ge= 
jogen  bie  anbere  Sbene  fi^neibet,  fo  mu§  fie  au6)  bie  Meinte  fc^nciben. 

23ew)ci§  ju  2.  ®enn  wenn  bi*  ginie  EF  in  ber  (Ebene  ABM  (üer= 
longert)  mit  ber  Sbene  ABN  in  einem  ^punfte  (X)  sufammentrifft,  fo  get)ort 
biefer  ^unft  fo  wot)!  ber  (Ebene  ABM,  a(§  aud)  ber  (Ebene  ABN  an  unb 
mu§  folglid)  auf  ber  (verlängerten}  51'onte  AB  liegen,  ba  biefe  Sinie  alle 
?Punfte  entl)ä(t,  wcIi^e  beiben  (Ebenen  gemcinfd)aftli(i|  ftnb.  2)emna(^  f(|nei= 
bet  bie  (üer(ängertc)  Sinie  EF  an<i)  bie  (oerlängerte)  ßante  AB  (in  bem 
^Punfte  X}. 

Semerfung.  2{u§  ben  23e{)auptungen  be§  »or^erge^enben  §.  ergiebt  ft(^ 
auf  ber  ©teile,  bap  wenn  jwei  (Ebenen  \\ä)  f(^neiben  unb  eine  ßinie  in  ber 
einen  (Ebenen  gcjogen  ber  ®urd)f(inittglinte  paxaüd  ift,  fie  au^  ber  anberen 
(Ebene  ^^nraücl  fein  mup,  unb  2)  ba^  wenn  eine  Sinie  in  ber  einen  üon  §ttiei 
ft(^  fd)iuibcnbcn  ßbenen  gebogen  ber  anbern  (Ebene  parallel  läuft,  biefelbe 
aud)  ter  gcmeinfc^aftltc^e  £ante  beibcr  (Ebenen  ^^araüel  ift.  2Btr  geben  je= 
bod)  um  größerer  23equemtid)fett  ber  ^Inmenbung  SBilIen  biefen  beiben  ©ä^en 
bie  in  ben  beiben  fclgenbcn  §§.  au§gefprcd}cne  Raffung. 

§.  8.     «e^rfa^. 

(Eine  Sinie  AB  (gig.  2)  ift  einer  (Ebene  aiN  ^saratlel,  wenn  fie  einer  in 
berfelben  gezogenen  ßinie  CD  ^saraüel  ift. 

23eiüeig.  äßenn  wir  burc^  bie  parallelen  Cinien  AB  unb  CD  eine 
ßbene  legen,  fo  fd)neibet  biefe  bie  ßbene  MN  in  ber  tante  CD.  SBenn  nun 
AB  ber  (Ebene  MN  ni^t  paraüel  wäre,  fonbern  (verlängert)  biefelbe  in  einem 
giunfte  (X)  bur(^)d)nitte ,  fo  mü^te  fie  mä)  9Jro.  2  be§  oorl)erge^enben  §. 
anü)  bie  (verlängerte]  5?ante  CD  bur(^f(|neiben,  ^a§  gegen  bie  SSorausfe^ung 
ftreitet.    ®emna(^  ift  AB  ber  ßbene  MN  paraüet. 
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§.  9.    ficTirfa^. 

ÜBenn  eine  Cime  AB  (§tg.  2)  einer  S6ene  MN  ^joratlet  ijl,  fo  i[t  fie 
au(^  bcr  ©urdjjc^nittSIinie  CD  paxaM,  in  tt)cl(^er  eine  hüx<S)  bie  gegebene 
Sinie  AB  gelegte  ßbene  bie  gegebene  (Sbene  MN  burd^fcftneibet. 

beweis.  S)ie  ßinien  AB  unb  CD  liegen  er[tcn8  ju  %ol^i  ber  9Sor= 
auSfe^ung  in  einer  ßbene  unb  fßnnen  [ic^  jweitenS  auä)  nt(^t  j(f)neiben,  weil 
fonft  bie  Sinie  AB  mic^  bie  (Sbcne  MN  in  bem  net)mlid)en  5punfte  treffen 
«jürbe^  toaS  gegen  bie  SSorau§ie|jung  [trcitct.     §olgU(J)  ift  AB  ||  CD, 

§.  10.    ficljrfa^. 

1)  2Benn  jwei  Sinien  AB  unb  CD  (j^ig.  3)  ^laratlel  laufen  unb  bie 
eine  AB  eine  Gbene  MN  burd)fcl;neibet,  fo  mup  Qn\<i)  bie  onbere  CD  (üerlän= 
gert)  biefe  Sbene  bur(^fd)nciben. 

58en)ei§.  ©enn  trenn  mir  burc^  bie  iparallelen  Öinien  AB  unb  CD  eine 
ßbene  legen,  n)cl(f)e  bie  ßbene  MN  in  ber  Cinie  EF  buvc^id)ncibet,  fo  mu^ 
bie  ßinie  AB,  ba  fie  na(^  ber  93orau§|c^ung  bie  (Sbene  MN  im  fünfte  B 
bur(f)f(^neibct,  in  bicfem  fünfte  md)  §.  7,  2  auä)  bie  ^ante  EF  burd}f(^nei= 
ben.  ®a  ferner  bie  ßinie  CD  ||  AB  üorauSgcfc^t  ift  unb  bie  ßinien  AB,  CD 
unb  EF  in  einer  (Sbene  liegen,  fo  nni§  bie  (öcrldngerte)  Cinie  CD  na^  ber 
^Planimetrie  andi)  bie  ßinie  EF  fd;neiben.  S'olglid)  f^neibet  CD  au(^  bie 
ßbene  MN. 

2)  2Benn  bal)er  üon  jwet  parallelen  ßinten  bie  eine  einer  Sbene  ^jaratlel 
ifl,  fo  mu§  bie  anbere  biefer  Sbene  ebenfalls  parallel  fein.  ®enn  ivenn  eine 
berfclben  bie  gegebene  Sbene  fc^nitte,  fo  mü^te  nad)  D^iro.  1  aucf)  bie  anbere 
biefe  Sbene  f(J)neiben,  n)a§  gegen  bie  2Sorau8|c|ung  ftreitet. 

33emerfung.  2Bir  t)abcn  un§  biSljer  barauf  befdiränft,  in  ber  einen 
uon  jttjei  fit^  f(^ncibenben  Sbenen  ßinien  ju  jiel)cn.  Sßenn  lüir  je^t  ßinien  in 
ieiben  Sbenen  ^ieljen  unb  biefe  ßinien  mit  einanber  ju  uerglci(^en  fu(^en,  fo 
finben  wir  balb,  ba^  biefe  2Scrglei(^ung  tDefent(id)  baburd)  bebingt  wirb,  o6 
bie  beiben  ßinien  felbft  in  einer  Sbene  liegen  ober  nic^t.  21>ir  werben  baT)er 
jwcdmä^iger  fo  fortfal)ren,  ba^  wir  §u  ben  gegebenen  Sbenen  eine  britte  beibe 
burd)f(^neibenbe  Sbene  l)injufügen.  2Botlten  wir  biefe  Sbene  aber  bur(^  bie 
ßante  ber  gegebenen  Sbenen  legen,  fo  würbe  feine  neue  S)urd)fd)nitt3linie 
cntfte:^en.  2öir  neljmen  bal)er  beffer  bie  britte  Sbene  fo  an,  ba|  fie  nic^t 
burd)  bie  £ante  ge^t,  unb  gelangen  auf  biefe  Strt  ju  brei  in  brei  Tanten 
[v^  bur(^fd}neibenben  Sbenen.  2Sergleid)en  wir  junädjft  jwei  tion  bicfen  ^an- 
ten,  fo  §eigt  fid)  un§  fogleic^,  ba§  wir  bie  beiben  gäüe  ju  unterfc^eiben  l)0= 
fcen,  wellte  ber  folgenbe  §.  bct)anbelt. 

§.  11,    fic^ifa^. 

1)  2ßenn  brei  Sbenen  ABCD,  ABEF  unb  CDEF  (<$ig.  4)  ft(^  in  brei 
Tanten  AB,  CD  unb  EF  fdjneiben,  unb  jwei  üou  bicfen  Tanten  AB  unb 
CD  in  irgcnb  einem  fünfte  G  jufammentreffen,  fo  mu§  and)  bie  britte  ^ante 
EF  hüxd)  biefen  nel)mlid)en  ^untt  G  geljen. 

33ewei§.  'iflad)  ber  SSorausfe^ung  gel)en  bie  verlängerten  ßinien  AB 
unb  CD  beibe  burd)  ben  g5unlt  G;  biefer  ^punft  mu^  bal)er  fo  wo^l  in  ber 
erweiterten  Sbene  ABEF,  al§  aud)  in  ber  erweiterten  Sbene  CDEF  liegen; 
unb  e§  mu§  folglich  au<i)  bie  üerläiigevte  5?ante  EF  huxä)  ben  ^unft  G  ge^en, 
weil  olle  gJunfte,  welche  jweien  Sbenen  gemeinfd)afttii^  finb,  in  il;rcr  ®ur(^= 
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fd^nittSIInie  liegen.  —  ®emna(^  f(^neften  fi(^  bte  SSettängerungen  aller  brei 
Tanten  AB,  CD  unb  EF  in  bem  nef)mtt(f)en  5piinfte  G,  w.  j.  h.  )x>. 

2)  2ßenn  ba^er  btei  Ebenen  [ic^  in  brei  5?anten  AB,  CD  unb  EF 
(§'3-  5)  bur(f)frf)neiben  unb  §tt»ei  ber[eI6en,  5.  33.  AB  unb  CD,  parallel  finb, 
fo  taufen  [ie  alle  brei  :>3arat(e(. 

33  e»  ei 8.  ®enn  wenn  bie  (tiertängerte)  Sinie  EF  eine  ber  Seiben  anbern 
■ßanten  AB  ober  CD  in  irgenb  einem  ^ßunftc  (X)  ^(^nitte,  jo  müßten  [i<^ 
nad)  9?ro.  1  au(|  AB  unb  CD  in  biefcm  ?punfte  fct)neiben,  U)o§  gegen  bie 
SSoraugfe^ung  ftreitet.     j^otgüi^  i[t  aui^  EF  mit  AB  unb  CD  ^saraHet. 

§.  12.    3um. 

3iu§  bem  öor^erge^enben  merfwürbigen  ©a^e,  (j^u  welcfiem  bie  ^Planimetrie 
fein  Stnalogon  bartnetet,)  folgt,  ba^,  wenn  brei  ßbenen  fid»  in  brei  ßinien 
bur(^f(^neiben,  ü6cr§au:pt  nur  gnjei  ^ötle  mögtii^  finb:  entroebcr  ade  brei 
Tanten  Bereinigen  fiiJ)  in  bem  ne§mli(^en  5pun!te,  ober  fte  loufen  oQe  brei 
i^jarallel. 

§.  13.    ficl^rfo^, 

SBcnn  in  jeber  üon  jnjei  fn^  f(|neibenben  ßfecnen  eine  ßinie  gebogen  i^, 
fo  fönnen  überhaupt  folgenbe  ^-äüe  ftattfinben: 

1)  ©ie  beiben  öinien  CD  unb  EF  (^^ig.  4)  treffen  (ßerlängert)  in  einem 
fünfte  G  jufammen;  bann  gcf)t  aucfi  bie  beiben  ßbenen  gemeinf(f)aftli(^e 
^ante  AB  (»erlängert)  biirc^  biefen  5punft  G. 

33  e  weis,     ©enn  njenn   nsir  burc^   bie   fid^  fi^neibenben    Sinien  CD  unb 

EF  eine  Gbene  legen,    fo  erhalten  wir  brei  ©bcnen,   welcfie  fi(^  in  ben  brei 

5?anten  AB,  CD  unb  EF  fd}neiben,    unb  ba    üon   biefen  jmei   CD   unb  EF 

nad^  ber   2Sorau§fc|ung  in  einem  ^ßunfte   G  sufammentrcffen,    fo   mup  nac^ 
§.  11,  1  audi)  bie  brittc  AB  hnxd)  ben  nef)mli(^en  ^unft  G  gei)en. 

2)  SBcnn  in  jttjei  \iä)  fi^neibenben  (Sbencn  jwei  öinien  CD  unb  EF 
[%i^.  5)  einanber  paraüet  laufen,  fo  finb  biefelben  au(^  ber  ^ante  AB 
parallel. 

33  e  weis.  S)enn  wenn  wir  bur(ii  burc^  bie  al§  paraüet  üorouggefe^ten 
ßinien  CD  unb  EF  eine  ßbcne  legen,  fo  entftef)n  brei  Sbenen,  weld)e  fid)  in 
ben  brei  Tanten  AB,  CD  unb  EF  burd)fc^neiben,  unb  ba  üon  biefen  jwei 
CD  unb  EF  of§  paraüel  uorauggcfe^t  finb,  fo  muffen  fie  m6)  %.  11,  2 
aüe  brei  parallet  fein,  affo  ift  auc^  AB  mit  CD  unb  EF  :poralIet. 

3)  2Benn  in  §wci  fid)  fdineibenben  Sbenen  §wei  fic^  freujenbe  öinicn  ge^ 
sogen  finb,  fo  mu^  wentgftcn§  eine  berfclben  bie  £ante  fdmeiben. 

33ewei§.  S)ap  in  5wei  fid)  fdineibenben  (Ebenen  gwei  fid)  freujenbe 
Sinien  CD  unb  GH  (^ig.  1)  gejogen  werben  fönnen,  welche  beibe  bie 
5?ante  AB  (in  oerfc^iebenen  fünften)  f(^neiben,  ift. an  fi^  flar.  —  2Bir  ^a= 
ben  baf)er  nur  nod^  ju  feigen,  ba§,  wenn  bie  eine  ber  fi(^  freujenben  ßinien 
CD  (i^tg.  6)  ber  ^ante  AB  parallel  ift,  bann  jebenfaKg  bie  anbere 
GH  (oerlängert)  bie  ^ante  AB  fdneibet.  Um  biep  ju  jeigen,  legen  wir 
buri^  CD  unb  einen  beliebigen  ^^unft  F  auf  GH  eine  ßbene,  wel(|e  bie 
(Sbene  ABN  in  ber  ßinie  EK  burc^ft^neibet.  ©ann  erhalten  wir  brei  (Sbenen, 
wel(^e  fid)  in  ben  brei  Tanten  AB,  CD  unb  EK  burd)f(^neiben,  unb  ba  non 
biefen  ^wd  AB  unb  CD  al§  :parallel  Dorau§gefci3t  finb,  fo  finb  fie  na(^  §. 
11,  2  aüe  brei  ^sarallel;  alfo  ift  aud)  EK  paraUelAB.     ®ie  ßinie  GH  aber 
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f^netbet  EK  unb  mu§  folglich  anä)   bie  ßinie  AB,   mit  weither  fte  in  ber 
ne^mti(^en  (S6ene  ABN  liegt,  tiö^  bet  Planimetrie  but(^jc§neiben. 

§.  14.    Cc^rfa^. 

Sßenn  jmei  Sinien  CD  unb  EF  einer  britten  AB  (^ig.  5)  paxaUd  ftnb, 
fo  ftnb  fie  üüä)  unter  fi(^  ^aratlet. 

23ett)ei§.  SBenn  aüe  brei  Sinien  AB,  CD  unb  EF  in  einer  Gfcene  lie- 
gen, fo  ift  bie  3?i(^tigfeit  be8  ©a|e§  6ereit§  in  ber  Planimetrie  barget()an. 
SBenn  bicfe§  aier  m6)t  ber  %aü  ift,  fo  lä^t  fi(^  boc^  burc^  bie  ^oraüelen 
AB  unb  CD  unb  eten  fo  burc^  bie  5paraüclen  AB  unb  EF  eine  ßtene  legen, 
tt5obur(^  jvoei  in  ber  ^ante  AB  fi(^  fdineibcnbe  ©Senen  ABM  unb  ABN  t)er= 
»orgetjn.  9?un  tonnen  bie  in  bicfen  ßfcenen  liegenben  ßinien  CD  unb  EF 
fid)  erften§  ni<^t  fc^neiben,  weil  fte  fonft  narf)  9?ro.  1  beg  öorget)eitben 
iparagra:pl)en  fceibe  bie  £onte  AB  fc^neiben  mii§ten,  mit  ber  fie  bo(S  aI8 
parallel  üorau§gefe|3t  finb.  3^^^*^"^  tonnen  fi(^  bie  Sinien  AB  unb  CD 
fluc^  ni(f|t  freuten,  weil  fonft  nac^  Mxo.  3  beg  »ort)erget)enben  5paragra:p!^en 
ttjenigfteng  eine  berfclben  bie  ^ante  fc^ncibcn  müfte,  «jag  efeenfotlg  gegen  bie 
SSoraiigfe^ung  ftreitet.  Jpieraug  folgt  b  ritt  eng,  ba^  bie  Sinien  CD  unb 
EF,  ba  fie  fi(^  ni(^t  fd^neiben  unb  aiiä)  ni(^t  freujen  fönnen,  einanber 
^araüet  fint>. 

Ittnm.  3n  bem  fo  eBcn  emiefenen  ©a^e  l^aBen  toir  gcje'^en,  bap  §.  42,  1 
ber  ^Planimetrie  auc^  in  ber  ©tereometric  unBcbingte  ©ülligfeit  ^at.  SJagegcn  ftnb 
bie  ütrigen  ©d^e  ber  ^Planimetrie  ü6cr  :i3arane(e  Linien  (§.  42,  2  —  §.  47)  nur 
bann  ou(^  in  ber  ©tereomctrie  ricCjtig,  twenn  bie  in  Sctra(^t  ju  jie'^enben  Sintert 
f&mmtU^  in  einer  66ene  liegen.  9Jur  §.  48  gilt  ol;ne  biefe  93cfc^ränf«ng  öud^ 
in  ber  ©tereometrie,  iuie  ber  folgenbe  §.  jeigt. 

§.  13*    Scl^rfa^. 

3tüei  Sßinfet  (ABC  unb  DEF,  j^ig.  7),  beren  ©(^enfel  parallel  laufen 
(AB  li  DE  unb  BC  II  EF)  unb  bon  ben  ©c^eitelpunftcn  aug  m6)  berfelBen 
©eite  I)in  gebogen  finb,  finb  gtei(^. 

Seweig.  SBenn  bie  fceiben  9Bin!et  in  berfet&en  SBene  liegen,  fo  ift 
ber  ©0^  jt^on  in  ber  Planimetrie  (%.  48)  ernjiefen;  tt)enn  afcer  bie  2Bin!e( 
ABC  unb  DEF  in  üer|(^iebenen  ßbcnen  liegen,  fo  f(f)neibe  man  üon  i^ren 
^oralteten  ©(^enfeln  Betietnge,  aBer  glei(^e  ©tüdEe  bon  ben  ©(^eite()3unften 
aug  ab,  ne^mlicl  BG=EH  unb  BK=EL,  jie^c  BE,  GH  unb  KL,  ferner 
GK  unb  HL;  —  bann  ift  BEHG  ein  ^Paratlelogramm,  ttjeit  BG  |1  unb  =  EH 
ift;  folgli^  ift  m^  BE  ||  unb  =  GH.  gerner  ift  BELK  ein  ^arattelo^ 
gramm,  ba  BK  ||  unb  =  EL  ift;  alfo  ift  auc^  KL  ||  unb  =  BE.  ®emnac^ 
mu^  au(^  GH  ||  unb  =  KL  fein,  mil  Bcibe  1!  unb  =  BE  erliefen  finb; 
aljo  ift  au(^  GHLK  ein  Parallelogramm  unb 
ba^er  GK  =  LH; 

ir"*  ■  BK  =  EL  }  "'^  '"  ■^°"'""'«°"> 

fotgti(^  A  BGK  ^  EHL 

unb  Sßintet  ABC  =  DEF,  w.  j.  e.  w. 
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B.    Stntm  in  parallelen  Ebenen. 

§.  16.    Sc^rfa^. 

2JBenn  jttjei  parallele  (SBenen  MN  unb  PQ  (j^ig-  8)  »on  einer  britten 
bur(|fc^nitten  ttjerben,  fo  fmb  bie  ®ur(^f(^nitt8Iinten  AB  unb  CD  ^joratlel. 

23eiöei§.  ®le  ßinien  AB  unb  CD  liegen  et[ten§  nac^  ber  2Sorau§= 
je^ung  in  berfetfcen  Sbene  unb  fönnen  jweiteng  au^  in  feinem  fünfte  ju* 
fammentreffen ,  meil  jonft  auc^  in  bem  ne^m(i(^en  ^^unfte  bie  (Ebenen  MN 
unb  PQ  sujammentreffen  njürben,  bie  bo(^  al§  parallel  tiorau§geje|t  finb. 
golglic^  finb  bie  ßinien  AB  unb  CD  parallel. 

23emerfung.  S)ur(^  Umfe^rung  be§  jo  e6en  ericiejenen  <Sa^e8  getaugt 
man  ju  bem  folgenben,  wobei  man  |ebo(^  nii^t  auper  2((^t  ju  laffen  ^at,  ba^ 
bie  Sage  einer  ßbene  nid;t  bur(^  eine  ßinie  ollein,  wo^l  aber  bur(^  jwei  fi(^ 
ji^neibenbe  ßinien  beftimmt  v»irb. 

§.  17.    üe^viaü, 

3wei  (Sbenen  MN  unb  PQ  (j^tg.  9)  [inb  parallel,  wenn  jwei  [ic^  f(^nei= 
benbe  ßinien  AB  unb  AC  in  ber  einen,  jroei  fic^  fc^neibenben  ßinien  DE 
unb  DF  in  ber  anbern  parallel  [inb. 

23ett)ei§.  eingenommen,  bie  beiben  Sbenen  MN  unb  PQ  wären  nii^t 
paraüel,  jonbern  fc^mitten  \id)  (erweitert)  in  irgenb  einer  ßinie  (XZ).  ®ann 
müpte  bie  ®urc^[(^nitt§linie  (XZ)  junä(f)ft  AB  parallel  fein;  benn  wenn  jwet 
ßinien  AB  unb  DE  in  jwei  \\<i)  j(i)neibenben  (Sbenen  MN  unb  PQ  einanber 
parallel  [inb,  [o  [inb  [ie  au(^  ber  ®ur(^[(^nittslimc  (nacf)  §.  13,  2)  parallel. 
^aä)  bemjelben  ©a^e  mü§te  aber  aud)  bie  !l)urd)[(f)nitt§Iinie  (XZ)  mit  AC 
paraöel  [ein,  ba  au(^  AC  unb  DF  al§  parallel  üoraugge[e|t  [inb.  (S§  gingen 
folglich  bur^  einen  g5unft  A  jwet  ßinien  AB  unb  AC,  weld)e  beibe  einer 
britten  (XZ)  parallel  wären.  ®a  biefcg  ntcbt  möglich  i[t,  [o  fonnen  [id§  au(^ 
bie  (Sbenen  MN  unb  PQ  nid)t  [c^neiben,  [onbern  [inb  parallel. 

Stnm.  SBcnn  man  ^cng  i»i[fenf(^aftlt(^  »erfa'^ten  ittlT,  [o  muf  man  §.17 
bem  §.16  borange^en  loffen;  um  größerer  3tn[(f)auli(^feit  Sßitlcn  i)at  bie  ^kx  li- 
folgte  2(norbnung  bcn  SSorsug  ermatten.  ®urc^  bett  §.17  werben  t»it  nun  au(^ 
in  bctt  ©tanb  ge[e^t,  bie  fotgenbe  2lufga6e  ju  tö[en. 

§.  18.    mufQaU. 

aWit  einer  (Sbene  PQ  (gig.  9)  burc^  einen  auper^alb  ber[elben  gegebenen 
$Punft  A  eine  parallele  Sbene  §u  legen. 

2lu[lö[ung.  2)urd)  einen  Beliebigen  ^unft  D  ber  (Ebene  PQ  jie^e  man 
in  ber[elben  jwei  [i(f>  [(^neibenbe  ßinien  DE  unb  DF  unb  mit  ben[elben  burc^ 
ben  gegebenen  ^punft  A  bie  parallelen  ßinien  AB  unb  AC;  bann  i[t  bie  bur^ 
bieje  ßinien  gelegte  (Ebene  MN  na(^  §.17  mit  PQ  parallel. 

§.  19.    3ufa^. 

1)  ®ur(^  einen  ^unft  au^er^alb  einer  Sbene  Iä§t  fn^  mit  ber[elben  nur 
eine  einjige  parallele  (Ebene  legen. 

23ewei§.  eingenommen,  e§  gingen  bur(^  ben  5punft  A  (§ig.  10)  jwei 
66enen  PQ  unb  PR,  wel(^e  beibe  mit  MN  parallel  wären;  [o  lege  mon 
burc^  A  unb  einen  beliebigen  ^unft  B  in  MN  eine  wiUfül)rli(^e  ßbene,  wel(^e 


jebod^  nid^t  but(^  bie  ßante  PS  ge^t;  bann  njtrb  biefelbe  bte  ß6enen  MN, 
PQ  unb  PR  in  brei  ßtnien  BC,  AD  unb  AE  bur^|(^neiben.  2Benn  nun  bte 
(Sbenen  PQ  unt)  PR  beibe  mit  IVFN  poraüet  tüären,  fo  müßten  auä)  bte 
S)ur(^f(f)nitt§Unien  AD  unb  AE  Beibe  mit  BC  parallel  fein,  \va§  bo(^  nt(^t 
mögticö  ift,  ba  buri^  einen  ^unft  md)t  jwei  ßinien  mit  einer  britten  ^jaraHel 
gebogen  werben  fönnen.  —  ©cmnac^  tonnen  a\i<i)  ni(^t  bie  (56enen  PQ  unb 
PR  beibe  mit  MN  parallel  fein.  —  §ierau§  ergibt  ft(^  weiter: 

2)  Sine  ©bene  PR  (^-ig.  10),  welche  bie  eine  tion  jwei  parallelen  (Sbenen, 
ne^mli(^  PQ,  bur(J)fc^neibet,  mu^  au(i)  bie  anbere  MN  f(^neiben. 

33ett)eig.  ®enn  wenn  PR  bie  ßbene  MN  nicf)t  fc^nitte,  fonbern  mit 
berfctben  paraüct  wäre,  fo  gingen  burc^  ben  ne^mlid[;en  ^untt  jwei  ju  MN 
parallele  (Sbencn,  weld)cg  narf)  ^xo.   1   unmcgli(^  ift. 

3)  Qmi  (Sbenen  «  unb  ß,  welche  einer  britten  y  parallel  fmb,  muffen 
auc^  unter  fi(^  paralltl  fein. 

23ewei§.  IDenn  wenn  «  unb  ß  in  irgenb  einem  ?l3nnfte  sufammenträfen, 
fo  gingen  buri^  biefen  ^unft  jwei  ßbenen,  wett^e  einet  britten  y  paraüel 
wären,  wa§  nad)  ^xo.  1  unmöglich  ift*). 

§.  20.    3  ufa^. 

1)  9Benn  jwei  ebenen  MN  unb  PQ  (^ig.  11)  paxaUd  fmb,  fo  ift  jebe 
ßinie  AB,  wcl<^e  ber  einen  (Sbene  MN  parallel  ift,  au(f>  mit  ber  anbern  (Sbcne 
PQ  parallel. 

23ewei§,  3}?an  lege  burcl)  AB  eine  beliebige  Sbene,  welche  bie  (Sbencn 
MN  unb  PQ  in  CD  unb  EF  burd)fdmeibct.  ®a  bie  Sinie  AB  nac^  ber 
2Sorau§fe^ung  ber  Sbene  MN  parallel  ift,  fo  mu^  fte  au(^  nac^  §.  9  ber 
©urc^fdjnittstinie  CD  parallel  fein;  unb  ba  ferner  bie  ßbenen  MN  unb  PQ 
parallel  finb,  fo  finb  au(f)  nai^  §.16  bie  ®ur(f)f(^nittSlinien  CD  unb  EF 
parallel.  ®emna(^  mu§  au(^  AB  ||  EF  unb  folgli^  au^  AB  mit  ber  ßbene 
PQ  parallel  fein,  weit  fie  einer  in  berfelben  gezogenen  ßinie  al§  parallel  er= 
wiefen  ift.  —  ß»  folgt  l)icrau§  weiter: 

2)  (Sine  ?inic  BG  (gig.  11),  weldje  bie  eine  oon  jwei  parallelen  Ebenen 
PQ  burcl)f(^neibet,  mu^  auc^  bie  anbere  MN  f(^neiben. 

93eweig.  S)enn  wenn  bie  Sinie  BG  mit  ber  ©bene  MN  parallel  wäre, 
fo  mü§te  fie  nad)  92ro.  1  auä)  mit  ber  ßbene  PQ  parallel  fein,  wa§  gegen 
bie  33orau§fe^ung  ftreitet  **). 

3)  5J3araUele  Sinien  AB  unb  CD  (j^ig.  12)  jwifi^en  parallelen  (Ebenen 
MN  unb  PQ  finb  glei(^. 

beweis.  Wlan  lege  burd)  bie  parallelen  Sinien  AB  unb  CD  eine  @bene, 
fo  f(^neibet  biefe  bie  beibcn  parallelen  (Sbenen  MN  unb  PQ  na^  §-16  in 
jwei  parallelen  Öinien  AC  unb  BD;  folgti(^  ift  ABDC  ein  g>ar  alle  logramm 
unb  bal)er  AB   =  CD. 

änm.     2[u(^  fotgenbe  ©a^e  ftnb  leicht  ju  cröjeifm: 

1)  Q\vii  (SBenen  [inb  parallel,  toenn  fie  üon  brei  parallelen  Cintcn,  iuetc^e  nic^t 
in  berfeI6en  66ene  liegen,  gleiche  ©tüdc  abfdjneibcn. 


*)  5DapBe  I5|t  ftc^  auc^  mit  ßülfe  bom  §.  16  unb  17  U\d)t  btrect  erineifen. 
**)  SDaffclte  fann  au^  birect  mit  3"iie^«n3  »on   §.   44  ber  5}](animettie  ertoiefen 
werben,  tote  U\ä)t  aus  bem  Snfclirfe  ber  Sigur  i^cröorgc^t. 
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2)  SBcnn  eine  ßinte  unb  cmc  ©fiene  ^soraKel  ftnb,  fo  flnb  «itt«  gtolfi^cn  Mbeti 
gcjogencn  :t5arallelcn  Sinten  cinanber  gleic^. 

3)  ©ine  Sinie  ifi  einer  (SSene  paxaüd,  wenn  jt»ci  äWlfc^en  fccibcn  gcjogenc 
l|)arattefc  Sinicn  etnanbcr  glet(^  finb. 

4)  Saufen  jwei  (Sbenen  ^)araEet,  fo  ift  jcbe  in  ber  einen  gezogene  fiinle  bet 
anbcrn  6benc  paxaUil. 

5)  3*ei  ßSenen  [inb  paraM,  wenn  jwci  \iä)  ft^neibenbc  ßinlen  in  ber  einen 
ber  cnbern  Sfcene  :parattet  finb. 

6)  @e[;en  aug  einem  5]Sunfte  mefirerc  Cinien,  wcti^e  einer  66ene  paxaUtl  jinb, 
fo  liegen  biefe  alte  in  einer  (Sbene,  welche  ber  gegebenen  6bene  :^aralle[  ijl. 

7)  ©c^netben  fi^  jtoel  (Svenen,  fo  fonn  huxä)  einen  ipunft  in  ber  einen  mit 
eine  einjige  ber  anberen  :paraEcte  8inie  gejogen  werben. 

8)  3fi  eine  Sinte  jtoeien  ftc§  f^neibenben  66enen  ipoxalltl,  fo  ift  fie  aui^  bet 
ßante  ^araEel. 

9)  SBenn  jtoei  ftc^  f(|nctbenbe  &Umn  gweten  ft(^  fd^neibcnben  66enen  ^>aroIlet 
ftnb,  fo  finb  oud)  if)re  Santen  ijjarattel. 

10}  SBenn  eine  Sinie  unb  eine  66ene  ^soraöcl  finb,  fo  mu|  jcbe  6bene,  welii^e 
bie  Sinie  fc^neibet,  auc^  bie  if)r  :paraßete  Gbene  fc^neiben. 

11)  SBenn  jtoei  Sinicn  fid;  frcujcn,  (ni(^t  in  berfelbcn  GSene  liegen,)  fo  tö^t 
ftc^  burt^  jcbe  eine  ber  anbern  pavaUilt  (S^ene  legen,  unb  biefe  Reiben  6Benen  finb 
flU(^  tmtcT  fid^  ^sarattet. 


§.  21.    ecflärung. 

^er  unenbüc^e  9?aum,  weldm  jtntfdjen  jwei  Sknen  Ikgt,  bte  in  einer 
ßinie  jufammenfto§en,  {)eipt  ein  5-Iäd)eniDinfeI.  '^k  S6enen,  weld)e  ben 
§lä(^enunnfel  einf(f)lic§en,  ^ei^en  bie  ©(f}enfel,  unb  bie  Sinie,  tüdcfie  fie 
gemeini(f)aftli(f}  ()abcn,  bie  £ante  ober  ©(^eitellinie  be§  §tädE)«minfeI§. 

©in  ^-(ädjenwintei  entfielt,  wenn  man  eine  (SBene,  bie  an  einer  ©eitC 
bur(^  eine  Sinie  6egrenjt  gebat^t  wirb,  um  biefe  Sinie  (a(§  Slge)  bre[)t. 

3wei  g-läcf}enwtnfe(  werben  gleic^  genannt,  wenn  fie  ficf)  fo  ^ufammeits 
legen  laffen,  bap  i{)re  ©c^eiteüinien  unb  &eibe  ?paor  ©^enfel  fidi  betfen,  — 
unglei(^,  wenn  biefe§  ni(^t  ftattfinbet.  —  @rö§er.  —  kleiner. 

21  nm.  I^nx  93cjeic^nung  etneS  glät^enwinfelä  finb  loier  SSut^fiaben  erforbettic^, 
jwei  für  bie  Sante  unb  jvtei  für  S^nnttt  in  ben  ©d&en!eln  au§erf)al&  ber  ßonte, 
(ne^mlic^  für  jcben  ©Äenfel  einer).  9Son  ben  legten  feeiben  ©ui^fiaten  Wirb  M 
ber  93cnennung  bc§  gtarfientoinfetä  ber  eine  an  ben  Anfang,  ber  anbere  an  ba§ 
(Snbe  gef^cllt,  »oörenb  bie  beiben  für  bie  ßante  in  bie  5D2itte  fommen;  ber  in  gtgur 
13  borgeftelUe  gläifiemuinM  fann  atfo  ABCD  ober  ACBD  ober  DBCA  ober  DCBA 
genannt  toerben;   in    jeber  biefer  2fu§brucE§njeifen   geben    bie    brei  er^en  Sßud^flaben 
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ben  einen  ©c^enM,  bie  brei  legten  ben  dftbern  an.  —  SDet  Slnfangcr  V»lrb  i»o"^l 
tl^un,  ju  Beeilten,  ba^  bic  ©rö^e  be8  <51ä(^em»tnfelg,  Jo  ixiie  bie  be§  Slnlentoinfelä, 
t>on  ber  ®vi5|e  bcr  »erjeic^neten  ©di^cnfel  ganj  unafc^ngig  ift. 

§.  22.    ecflävung. 

(Sin  ^lät^enttjinfet,  be[fen  fceibc  ©i^enM  in  einer  ßbene  Hegen,  ^ci§t  ein 
fladiet,  unb  ha,  wie  niail  leicht  [ief)t,  ade  jTai^en  ^loi^cntuinfcl  gicid)  [inb, 
jo  nennt  man  efcen  fo,  wie  in  ber  ^Planimetrie,  einen  ^•lä(^entvinte(  f)o§i 
ober  erraten,  je  nai^bem  er  f leiner  ober  größer,  a(§  ein  Radier  ift. 

2[m  i^olgenben  voirb  fa[t  ougfd;(ie§li(^  nur  üon  i)ol)kn  j^lä(f)em»inEetn  bie 
5Rebe  [ein. 

§.  23.    erflfliuttfl. 

3vuei  (^o^Te)  ^tä(^enn)in!el,  welche  bie  5?ante  unb  einen  ©(^enfel  getnetn- 
[(^aftli(^  ()afeen,  unb  bcren  fceibe  cnibere  ©(f)enfel  in  einer  ßSene  liegen,  Ijci^cn 
S^ebenf  lä(^en\i5in!el. 

©(^eitclfläd)cnn)infet  finb  jot(^e,  weli^e  bic  Sante  gemeinf(j^aftlid^ 
§afcen,  unb  beren  gegenü&erfte^enbe  ©(^enfet  in  einer  ßbene  liegen. 

§.  24.    3uffl^. 

1)  S)ie  ©umme  jweier  9?ebenp(^enwintel  ift  ein  ^ta(^er. 

2)  (S(^cite(flä(^enunnfcl  finb  gleii^. 

©er  SeweiS  ift  berfelSe  »oic  in  ber  Planimetrie  (§.  23  unb  25). 

§.  23.    erflörunö. 

6in  ^IMjenwintel,  ber  feinem  9Jcbenflä(^enTOinfct  glei(^  ift,  ^ei§t  ein 
red)ter,  unb  jn^ei  Gbcnen  fielen  auf  einanber  fentrec^t,  wnn  fte  ret^te 
§lo(Sen\t)infel  fcilben. 

®a  aUe  rechten  gläc^enroinfcl  (al8  .Ipälften  be§  j^^^t^*^")  S^f'*^)  f^"^;  f"^ 
fann  man  efcen  fo,  njie  in  ber  ^planimetrie ,  biejenigen  j5*'ä^<'"^winfcl ,  tuel(^e 
teine  rechten  finb,  f(^tefe  nennen  unb  biefe  bann  lieber  in  fpi^e  unb 
ftum^fe  eintljeilen. 

§.  26.    3um- 

1)  Q'mi  rechte  gläi^cmrintel  mai^en  jufammen  einen  %la^m  au§. 

2)  ®er  fpi^e  gläc^cntüinfel  ^ot  einen  ftumpfen  unb  ber  ftum))fe  Slöc^en= 
»Intel  einen  f:pi|en  jum  Sf^ebennjinfcl. 

3)  ®ur(^  eine  ßinie  in  einer  (Ebene  lä^t  fi(^  nur  eine  ß&ene  legen,  wtl^i 
ouf  bet  gegebenen  (Sbene  fenfrec^t  ift. 

®ie  23etüeife  finb  bie  nel)m[id)en  tüie  für  bie  äijnliiS)  lautenben  ©a|e 
ber  gjlanimetrie  (§.  29  unb  31). 

§.  27.    erflörung. 

SBenn  §n3et  parallele  (Ebenen  oon  einer  britten  burdift^nitten  «erben 
(§ig.  14),  fo  fann  man  bie  entftanbenen  aö)t  ^oUen  'glädyennjinfel  eben  fo, 
tt>ie  in  ber  Planimetrie  (§.  37),  in  (Segenvoinf et,  Sed)feln)in!el  unb 
(Srgän5ung§winfel  eintl)eilen. 

6§  gelten  aber  offenbar  au(^  oon  biefen  glädienwinteln  au§  ganj  glei(^en 
©rünben  biefelben  ©ä^e,  njie  öon  ben  Sinienwinfeln  in  ber  Planimetrie 
C§.  38-40). 


—     12     - 

§.  28.    2eJ)vm  *). 

3t»ei  ®6enen  ftnb  parallet,  wenn  fte  öon  einer  brttten  in  jwet  parallelen 
Sinien  burd)f(^ni[ten  tuerben,  unb  enttoeber 
13    ein  ^jaar  ©egenmnfel  ober 

2)  ein  paor  2ße(f)fehüinfel  g(ei(^  [inb,  ober 

3)  ein  paar  Srganjung§tt3in!el  einen  'gtac^en  Betragen. 

23en)ei§.  3[t  (gig.  14)  BC  ||  FG  unb  ^lä^entcinfet  ABCD  =  AFGH, 
fo  ift  nac^  bem  üor^erge^cnben  §.  "g(äd)entt5in!el  EBCG  =  BFGH  unb  DBCG 
=  BFGK ;  bemnai^  laffen  ftc^  bie  ßbenen  DBC ,  BCFG  unb  FGII  in  unge= 
änberter  gegenfeitiger  Sage  mit  ber  gpgenüber[tef)enben  2Ser6inbung  üon  ßbenen 
EBCFGK  fo  jujammenlegen ,  bap  66ene  BCFG  tvieber  auf  FGBC,  ne^mtic^ 
gante  BC  auf  FG  unb  FG  auf  BC,  Sbene  BCD  auf  FGK  unb  ßbene  FGH 
auf  BCE  faßt,  eingenommen  nun,  bie  Sbenen  BCE  unb  FGK  burcf)](^nitten 
fic^  (erweitert)  in  irgcnb  einer  Sinic,  fo  mü^te  biefe  Öinie,  ba  bie  öinien 
BC  unb  FG  parallel  ßorau§gefe|t  finb,  na(^  §.  11,2  mit  BC  unb  FG  e6en=: 
fall6  parallel  fein,  unb  in  ber  nel)mlic^en  ßinie  müßten  fi(^  au6)  bie  ©6enen 
BCD  unb  FGH,  ba  fie  mit  FGK  unb  BCE  jufammengef allen  finb,  bur(^= 
fc|neiben.  ®ann  fc^nitten  [vi)  abn  bie  ganjen  ßbcnen  EBCD  unb  KFGH 
in  §rt3ei  berf(^iebenen  Cinien,  njaS  offenfcar  unmogüt^  ift.  ©emnac^  tonnen 
fi(^  bie  ©tütfe  EBC  unb  KFG  ni(^t  fc^neiten;  baffelbe  gilt  eben  fo  Don  DBC 
unb  HFG,  unb  bie  ßbencn  ED  unb  KH  finb  folglich  parallel. 

(2)  unb  (3)  finb  öermöge  be§  Borl)erge^enben  §.  unmittelbar  golgerun= 
gen  aug  (1). 

§.  29.    fiefjrfa^. 

SBenn  jwjei  parallele  (Ebenen  üon  einer  brüten  burc^fi^nitten  werben,  fo  jtnb 

1)  bie  ©egenwinfet  unb 

2)  bie  2ßecl}feln)infel  g(ci(^,  unb 

3)  bie  Srgänjungsttjinfel  matten  jufammen  einen  glasen  au§. 
SSeweiS.     1)  üßenn  bie  ©bene  ED  ||  KH  (gig.  14)  ift,  unb  e§  wören 

bie  ©egenttjinfel  ABCD  unb  AFGH  ungleich,  5.  93.  ABCD  >  AFGH,  bann 
würbe  fi(^  Don  ABCD  ein  ©tüd  ABCM  —  AFGH  abfcl)neiben  laffen,  unb  eS 
mü^te  nun  nac^  bem  t?orl)erge§enben  §.  ®bene  BCM  ji  KH  fein,  tt)a§  bo(^ 
(nac^  §.   18)  nidjt  mogli(^  ift,  ba  ED  ||  KH  gegeben  ift. 

(2)  unb  (3)  ergeben  fic^  au^  (1)  burc^  §.  27. 

21  nm.  SBcn  fo  luic  in  ber  5ßlanimetrie  (§.  45  —  48)  taffen  ftc^  auc^  fols 
genbe  ©5^e  ertoeifcn: 

1)  2Benn  jnjet  ftcfi  fd^netbenbe  (56enen  »on  einer  brttten  in  parallelen  Sinicn 
burc^f(f}nittcn  toerben,  fo  Betragen  bie  inneren  ßrgänjungswinfel  auf  ber  ©eitc,  auf 
n>eld)er  [ic^  bie  ß&enen  fi^neiben,  jufammcn  tsenigcr,  auf  ber  anbem  ©eite  me^r, 
al§  einen  gtad^en. 

2)  Sßenn  jiüei  66enen  tion  einer  britten  in  paraßelen  Sinien  gefdinitten  ix)er= 
bcn,  unb  ein  ^aar  innere  (Srgänjung§»»infe{  jufammen  weniger,  alS  einen  glai^cn 
auSmai^en,  fo  f(^neiben  [xä)  bie  Beiben  ©Bcnen  unb  jtoar  auf  ber  ©eitc,  auf  tt5cl= 
^cr  biefe  SBinfel  liegen. 

3)  g(ä(^enn3infel,  tt)cl(^e  parattete  ©c^cnfcl  ^aBcn  unb  fi^  nad§  berfelBen 
©eite  l^in  öffnen,  [inb  glcl^. 

*)  6§e  ju  biefem  ©o|e  üBergegangen  toirb,  finb  öor^er  bie  Paragraphen  *S-  41, 
*§.  42  unb  *§.  43  ber  5planimctric  burcJijuncl^inen. 
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4)  3[l  toon  5>»ei  paxaUeUn  SBcnen  bie  eine  auf  einer  btittcn  ^inhiä)t,  fo  ip 
aucb  bie  onbere  auf  ber  brittcn  fenfrei^t. 

35agegcn  lä|t  fii^  nic^t  attcmal  fcc^au^tcn,  ba^  j\»ei  GBencn,  toelc^e  auf  einet 
brüten  fenfred^t  flehen,  ^jaraHet  ftn^;  bie^  ift  nur  bann  ganj  gensi^  ita^r,  tcenn 
bie  fenfre(^tcn  Sbencn  »on  ber  britten  in  ^jaraöeten  Sinien  burdjjc^nittcn  werben. 

Sle^nlic^eä  gilt  bon  ben  Setiauptungen  (3)  unb  (4)  in  §.  47  ber  5ßlanimetrie. 


23emerfung.  2ßenn  bie  rirf;ttge  3tiiffaffung  ftereometrij(^er  S^it^t^u^ge" 
fc^on  in  jo  fern  nict)t  o^m  ©i^wierigfett  ift,  al§  gonj  gegen  ben  eigent^ütn= 
lid^en  S^arafter  ber  (Stereometrie  »erfd^iebenen  (Ebenen  ange^örenbe  Sinien 
fämmtlic^  al§  in  ber  nc^mli(f)en  66ene  tiegenb  gejeid)net  «werben,  jo  fteigert 
\i^  biefe  ©Äwicrigfeit  no<S)  biirc^  ben  Umftanb,  bop  in  ber  3fi(^»""g  [i(^ 
Ebenen  felbft  gar  ni(f)t,  fonbern  nur  if)re  ©renjen  barftcüen  lafjen,  unb  bap 
ba^er  unbegrenjt  geba(^ten  Sbenen ,  um  fie  in  ber  3^i<^n""g  f""^  ^^^  5t"9S 
tt)af)rnef)mbar  ju  ma(f)en,  n)iütürlid)e  ©renjlinien,  weltfie  für  bie  anjufteöenbe 
Unterfu^ung  gar  ni(f)t  egiftiren  unb  fic^  ftörenb  jwifd)cn  bie  al§  tt)efentli(^  in 
33etra(^t  ju  §iel)enben  ßinien  mifi^en,  beigelegt  «jerben  muffen. 

S)a  in  ben  bi§l)er  bcf)anbelten  ©ä^en  in  betreff  be§  ®ur(^fd)neiben8  un= 
begrenjt  gebadjtcr  Gbenen  befonberg  btejenigen  %äüt  ^cröorgetjoben  finb,  in 
benen  bie  ®urc^|(i)nittöltnien  parallel  laufen,  fo  ift  jwecfmä^ig  ben  Sbenen 
in  ber  Sieget  bie  'gorm  üon  5paraüetogrammen  in  ber  3'-'i'^)"U"3  beigelegt 
ivorben.  3n>em  aber  bei  bem  im  folgenben  2tbi(|nitte  ju  bet)anbclnbcn  för^er=: 
Ii(^en  ©reiede  obei  ^ielcde  bie  Tanten,  in  benen  fid)  bie  ©citcnpdjen  beffel= 
fcen  burd)f(^nciben,  fäm.mtlid)  in  bem  net)mli(^en  fünfte,  ber  ©pi^e,  5ufammen= 
ftopen,  ftcUt  \x6)  für  biefe  (Seitenfläd)en  bie  gorm  löon  fitci§au6fd)nitten, 
weiche,  mit  einem  tüiüfürlic^cn ,  aber  gteidien  Dtabiug  bef(f)rieben,  bie  ©pi|e 
jum  gcmeinfd}aft[icf)en  9)?itte{punfte  t)aben,  a(§  bie  einfad)fte  unb  eben  barunt 
jwedmäpigfte  t)erau§.  3^  ^§  ^^^^^  jog^'f  ^"  '^^''^  3^<^"""g  '^^'^  ^^"  2tu§f^nitt 
begrenjenbe  33ogen  f(^on  aßein  au§,  um  fowot)!  bie  @rö§e  bcg  juget)ortgen 
6entriiüinfe(§ ,  aiß  auä)  bie  ßage  ber  (Ebene  beffclben  anjujcigen,  fo  ba^  in 
fe{)r  Bieten  'g-äüen  ber  3}2itte(puntt ,  (bie  @pt|e)  unb  bie  üon  bemfetben  au^- 
ge^enben  9iabien  (J)k  ©eitenfanten)  in  ber  ^tit^^u^g  g^^S  entbet)rt  luerben 
fonnen. 

S)ie  bIo§e  23etra(^tung  ber  in  ber  angefüfjrten  9trt  ausgeführten  Qd&)= 
nung  be§  förperlidien  ®reicd§  ober  SSietcdö  fü^rt  aber  fofort  §u  ber  2Ba§r= 
ne^mung,  ba§  bie  bargeftcüten  23ogen  fämmüi(^  ber  net)mltdicn  £ugelfläc§e 
angehören;  e§  mu^  ba()er  bie  ^5^"^^  ^"  2tnfd)au(i(^feit  geiuinnen,  t»enn  bie 
jwifc^en  ben  jujammenfto^enben  ^ogen  Dorf)anbene  öeere  bur(^  ben  umf(^(offe= 
neu  St)eil  ber  bctreffcnben  ^ugelflö^e  auggefüüt  gebat^t  lüirb. 

Um  nun  biefe  eben  fo  einfalle,  al§  anfc^^auiic^e  -IBeife  ber  3ei(^nung  be§ 
tör^)erli(^en  ©reicdS  ober  23ieled§  in  ber  angegebenen  SBeife  für  ben  fotgenben 
2(bjd;nitt  benu^en  ju  tonnen,  ift  I)ier  bie  23egriff§ertlcirung  ber  5luget  einge= 
f(^altet.  ®iefe  (5infd)attung  i)at  jeboi^  lebiglid)  bie  Seftimmung,  ein  ßr- 
ieid)terung§mittet  für  bie  3^^""ng  5"  geiüä^ren;  fie  ift  bagegen  auf  ben 
f^ftematifc^en  3iM^'^"i™f)«"g  fo  gänjlid}  o^ne  Sinftu§,  bap  e§  jebem  öefer 
freifte^t,  oljue  alle  ©törung  bes  3"!^'^'^^"^^"gs^  bie  eingefc^alteten  ^ara= 
graptien  gänsli(^  gu  überfi^lagen  unb  in  bem  folgenben  9tbf(^nitte  bie  2ßorte: 
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y^3^artf(^e8  ©reiccf  ober  93te(e(f  unb  fp{)ärif(^er  9[ßinfe(,  wo  fie  \iä)  ftnben,  ju 
ftret(^cii.  9?ur  tviirbe  bann  in  ben  'giguren  ber  öfterg  fe^Ienbe  ^ugednittet 
^untt,  tt)e((f)er  mit  M  fcejeic^net  fein  mag,  Ijinsujiibenfen  unb  [tatt  fp()äri)(^eg 
©reiecf  ABC  för^)erlicf)eg  ©retec!  MABC,  [tatt  ©eite  AB,  ©eite  AMB  unb 
\tatt  fpt)ärifc^et  2Binfe(  ABC  ^(äc^enwinfet  AMBC  ju  (efen  fein. 

®ie  (5infd)altung  i[t  biefem  Slbfc^nttt  angehängt,  weit  a:\ß  ber  einfa(^ften 
Sonftruction ,  wcldje  wit  auf  ber  l?ugelfläc^e  aii§füf)ren  fönnen,  lüenn  ttjir 
bicfetbe  nam(irf)  mit  burd)  it)ren  SOJittelpuntt  gef)enben  ßbenen  burd)f(^neiben  unb 
für  biefe  junäct)ft  bie  fteinfte  ^ai)i  jtüci  iDäf)(en,  ba§  mit  bem  (5"täcf;entt)infel  int 
innigften  3"f«inment)ange  ftet)enbe  fp{)ärifc6e  ^weiec!  f)eröorge[)t. 

§.  30.    erflärung» 

Sine  frumme  ^(äc^e,  n)e(cf)e  üon  einem  fünfte  überall  gtcicö  weit  afcfte^t, 
5ei§t  eine  5lugelflä(^e   —   50?ittetpunft   —   9?abiu§  —  !DurcI)meffer. 

2(nm.  Eine  Äugclftöc^e  icirb  öon  einem  §aI6freife  Bef(f;rteBen,  lueld^cn  man 
um  feinen  ©uri^meffer,  atä  St^e,  fo  lange  ^erumbre^t,  Biä  et  icteber  in  feine  ur= 
f)}rüngli(^e  Sage  !ommmt. 

§.  Sl.    Scljrffl^. 

Sine  SBene,  WQl^e  burcC)  ben  2)?ittclpun!t  ber  ^ugetfläc^e  gel)t,  f(^netbet 
biefelbe  in  einem  Greife,  loeldier  mit  ber  ßugelfläi^e  einerlei  90?itte(punft  unb 
®urd)meffer  i)at. 

23ewei§.  !Denn  ba  offe  ^puntte  ber  5?ugelf(5(^e  gleicfjen  2(6ftanb  üom  9[Wit= 
telpunfte  f)a&en,  fo  mu§  biefe§  audi  üon  bem  ®urd)fc^nitte  gelten;  folglii^  ift 
biefer  ein  £rei§  unb  ber  SOZittetpunft  ber  ^ugelfläc^e  fein  9)?ittelpunft. 

§.  32,    (gi-fläruttö. 

Sin  auf  ber  Sugelp(^e  tiegenber  £rei§,  twetc^er  mit  berfeI6en  ben  ne^m= 
tilgen  2)2ittelpunft  I)at,  I)ei^t  ein  ßugelfreig  (im  engern  ©inne). 

§.  33.    3ufa^. 

1)  ^ebex  5?uge(frei§  t^eilt  bie  £uge(ftä(^e  in  jwei  ootlfommen  gteii^c 
(congruente)  .ipäiften. 

2)  ®ie  S6enen  jweier  ^ugetfreife  bur(f)fcf)neiben  fi(^  in  einem  ©urd^s 
meffer;  —  benn  ba  fceibe  Sbenen  hnx<S)  ben  9}?ittetpunft  ber  ^ugelftäc^c 
get;en,  fo  mu§  aud)  il)re  ®urd)fc^nittlinie  bur(^  biefen  ?pun!t  gel)en. 

3)  ^wd  ^ugel^rcife  fjal&ircn  fid)  bal)er  gegenfeitig. 

§.  34.    ecfläruttfl* 

Sin  ©tü(J  ber  ^ugelf=[ä(|e  ABDCA  (gig.  25),  wel(^e§  öon  jvoei  falben 
^ugelfreifen  ABD  unb  ACD  6egren§t  tcirb,  ^ei^t  ein  fp^ärift^er  2ßin!el 
ober  ein  fp^arifdieS  Qweicd.  ®ie  baffelbe  fccgrenjenben  ^albfreife  ABD 
unb  ACD  werben  bie  ©(^enfel  unb  bie  ®urd)f(^nitt§pun!te  berfelbcn  A  unb  D 
bie  ©(^eitel  be§  fp^ärif(^en  SBinfetS  genannt. 

3wet  fp^ärif(^e  2Sinfet,  ioeId)e  ben  nel)mti(^en  DtabiuS  :§a'6en,  finb  glet<^, 
wenn  fte  ft(^  fo  auf  einanber  legen  laffen,  ba^  ©(Reitet  unb  ©(^en!el  ft4 
be(fen.  —  ©rö^er  —  Steiner. 

Uefeer^upt  wirb  im  j^olgenben,  wenn  jwei  fpt)ärif(^e  SStnfel  mit  einanbc 
öergtic^en  werben,  bur(^ge:^enb§  oorauggefe^t,  ba^  biefeißen  einerlei  9?abien  ^aten. 

3[nm.  3tt)et  SKeribiane  ber  erbfugel  fc^Ue^en  auf  bei  06erp[d(|e  bcrfelöe» 
einen  f^p^Mfci^en  Sßinfel  ein. 
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@in  f^j^rifcf)«  SBinfcl  ent^e^t,  rtjcnn  mon  einen  §albfrci8  um  feinen  ®utd^; 
tncffct  fo  lange  bre^t,  biä  er  auä  ber  fiage  be§  einen  ©(^enfe(§  in  bie  Sage  beä 
anbcm  ©i^enfel^  fommt. 

SBä^renb  Bei  bem  8inienh)infel  ber  5ß{animcttie  bie  ©d^cnfet  unb  bie  »on  bcn= 
fctfien  Begrenzte  gläc^e  \iä}  in^  Unenblic^e  etflrecfen,  finb  bie[cl6en  Bei  bem  f:p^s 
tifc^en  SBinfel  enbüc^e  ©rö^en. 

Sic  ©c^enfel,  tt)et(^e  Bei  jenem  mit  ber  ©ntfernung  bom  ©c^eitet^unftc  immer 
weiter  auä  einanber  ge^en ,  fommen  Bei  biefem  in  einem  jtociten  fünfte  jufammen. 

§.  33.    erflärutig. 

derjenige  ^tä(^entt)tnfel  ABDC  Cgig.  25),  ircli^cr  »on  ben  ßbenen  ber 
(S(f;en!ct  ABD  unb  ACD  cineS  f^f)ärifd;en  2Einfel§  ABDCA  (an  ber  nef)m= 
liefen  (Seite,  an  weirfier  ber  jp()ärifd)e  SBinfet  Hegt),  eingefdjloffen  njirb, 
^ei|t  ber   §um  fp^ärijdjcn  Sßinfel  gehörige  §lä(^enwinfe(. 

§.  36»    3ufa^. 

1)  ^wei  f^3f)ärij*e  SBinfet  finb  gteitf),  wenn  i^re  5ugel)örigen  g(ac§en= 
tüinfel  glei(^  [inb. 

2)  <Bpl)m]i^e  SBinfel  üer^alten  fi<^  ju  einanber  wie  bie  jiige^ötigen 
gläc^enwinfet. 

3)ie  ^eiueife  finb  biejelöen  wie  bie  ber  analogen  ©ä^e  üBer  33ogen  unb 
6entritt)in!e(  in  ber  5ß(animetrie. 

31  nm.  ©0  ioie  bal)cr  in  ber  ^ptantmctrie  ber  Sogen  alä  '^laa^  bcS  iuget)o= 
rigen  ßentriiüinfelg  bicnt,  eBcnfo  fann  in  ber  ©tereomctrie  ber  f^t)ärifc^c  SBinfel 
als  2)?aa|  be»  jugeprtgcn  gIad;enn)inEelS  angefc^en  iwerben. 

§.  37.    erfläcuttfl. 

3tüei  f^j^ärifc^e  Sßinfel  ABDCA  unb  ACDEA  (%i^.  25),  weifte  bie 
©(^eitclpunfte  A  unb  D  unb  einen  ©(^enfel  ACD  gcmeinfd)aftli(^  l)aben,  unb 
beren  fceibc  anbere  ©i^cntel  ABD  unb  AED  sufammen  einen  ganjen  £ugel= 
freiS  iilben,  Ijei^en  fp^ärifdje  D^ebenwinfel,  unb  jwei  fpl}ärifd)e  SSinfel 
ABDCA  unb  AEDGA,  tt)e(d)e  bie  (2(^eite(t5unfte  A  unb  D  gemeiüfd^aftlic^ 
^aBen,  unb  beren  gegenüberftel^enbe  (2(^en!el  ABD  unb  AED  —  unb  ACD 
unb  AGD  [i(^  ju  üollftanbigen  ^ugelfteifen  ergänjen,  ^ei^en  j^prifc^e 
©t|eiteltt)intel.    . 

§.  38.    3nian. 

1)  Qmi  fpt)ärif(^e  9Je6entt)infel  ma(^en  jufammen  bie  §al6e  ^ugelfläc^e  au8. 

2)  ©^§äri|(^e  ©c^eitelwinfel  finb  glei^. 

§.  39.    (SvflävuriQ, 

Sin  fpprif(|er  Sßinfel,  welcher  einen  gleichen  '^iUnwinUl  ^at,  alfo  bem 
öierten  S£§eile  ber  ganzen  ^ugelflo(^e  gtei(^  ift,  §ei|t  ein  ret^ter,  unb  jinei 
ßugelfreife  ^ei§en  auf  einanber  jenfrec^t,  wenn  fie  reifte  äßinfel  Bilben.  — 
©^i^  —  ©tum^f  —  ©(i)ief. 

§.  40.    3ufa^. 

Sin  f^^ärifi^er  SBinfel  ift  ein  teertet,  fpi^«c  ober  ftum^fer,  wenn  ber 
jugeljorige  glä(|enwin!et  ein  reci^ter,  f^i|er  ober  ftum^fer  ift. 
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§.  41.    erflärune. 

©a§  ©türf  bet  ßugelp(|e  ABC  (j^tg.  25),  ml^z§  toon  ben  Sogen 
breier  Sugelfreife  eingefi^Ioffen  toirb,  ^ei^t  ein  j^)^ärif(f)e§  ©reied.  ®iefe 
23ogen  werben  bie  ©etten  unb  bie  fp^ärifc^en  SBinfel,  iuelÄe  üon  ben  t)aU 
ben  ^ugelfreifen ,  »on  benen  bie  ©eiten  be8  j^I)ärif(^en  S)reie(!8  %\)äk  fmb, 
cingej(f)lofjen  werben,  bie  SBinfel  t>e§  fp^rift^en  ®reiecf8  genannt. 

6§  Vüirb  {)terna^  ni(^t  no(^  ber  fcefonberen  Srflärung,  wag  man  unter 
einem  f^j^ätijc^en  SSiererfe,  günferfe,  ü6ert)au^t  unter  einem  f^^ärift^en 
SSieleife  ju  »erfte^en  ^at,  fcebürfen. 


ilritler  ^bfcftttltt. 

^vn  ^etn  fotpetli^en  '^ttiede^ 


A.     Sitt   Slllgcmcincn. 

§.  42.    ecflärung. 

3)er  na(^  einer  ©eite  :^in  unBegrcn^te  9?aum  MABC  (^ig.  15),  ttiet(^er 
Bon  brei  (ober  md)x)  [vS)  fdineibenben  ßbcncn  eingefcfiloffen  wirb,  beren 
®ur(i)i(f)nitt§tinien  jämmtlit^  in  bem  ne^mlic^en  gjunfte  M  (ber  ©t)i|e)  ju-- 
fammcn[to^en,  wirb  ein  für^er(i(^e§  ®reie(i  ober  SSieletf  genannt.  S)ie 
xion  ben  Tanten  AM,  BM  unb  CM  eingefÄloffenen  Sinienwinfel  werben  bie 
©eiten  unb  bie  rson  ben  S&enen  berjclben  (auf  ber  ©eite,  auf  weld)er  bag 
SSielecf  liegt,)  eingef(f)loffenen  gldi^enwinfel  werben  bie  SBinfet  be§  förperli(^en 
®reie(f3  (ober  23ielerf§)  genannt. 

®er  ^ürje  wegen  werben  wir  in  golgenbcm  ben  an  ber  ^ante  MB  Iie= 
genben  §Iä(f)enwinfeI  AJMBC  m^  bur(i)  glä(^enwinfet  (MB)  iteseic^nen  unb 
ebenjo  bie  anbern. 

Ue&rigen§  werben  im  golgenben  nur  foli^e  !ör)3erli(^e  S5reie(!e  (ober 
SSieletfe),  beren  ©eiten  unb  SBinfel  fämmtüd^  ^ol)I  fmb,  in  33etra(^t  gebogen 
werben. 

Innt.  ®ur(^  biefe  S3ef(^ranfung  toivb  ber  2IIIgemein:^ctt  toenig  (Sintrag  get^an, 
ba  eg  fe^r  lei^t  ifl,  i»enn  irgenbtoo  (j.  58.  in  ber  Stfironomie)  ein  58iele(f  mit  er= 
laBenen  ©eiten  unb  SBtnfeln  in  S3etrac^t  gejogcn  toerben  foCtc,  bie  Untcrfui^ung 
auf  ein  SSieleci  mit  nur  ^o^m  Seiten  cber  SBinfeln  jurütfjufü^rcn. 

§.  43.    3ufa^. 

2Benn  man  um  bie  ©pi|e  M  (j^ig.  15),  eine§  !Br^erIi(|en  ®reie(f§  (ober 
9ßielc(f§)  MABC  mit  einem  belietngen  D?abiu§  eine  ^ugelfiäi^e  conftruirt,  fo 
bur(^1(^neibcn  bie  ©eiten  be§  förderlichen  ©reieiJä  (ober  2Sie(e(l§)  bie  5?ugel= 
p<^e  in  5?rei§bDgen,  welche  auf  ber  ^ugclflä^e  ein  f)j()ärii(^e§  ®reie(S  (ober 
9SieIc(f)  ABC  einft^Iie^en.  ®ie  ©eiten  be§  för^erlii^en  ^xmä§  (ober  2Siet= 
etfg)  MABC,  b.  ^.  bie  baffelbe  Begrenjenben  Sinienwinfel  fmb  bie  ju  ben 
Kreisbogen,  weld)e  bie  ©eiten  be§  fpi)örif(^en  ®reie(f8  (ober  2SieIe(f§)  ABC 
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Bilben,  gefjörige  (Sentritt»infet  unb  bie  SBinfet  be8  forderlichen  ®reie(f§  (be§ 
^ielecfg)  [inb  bie  ju  ben  j^)f)ärif(^en  Sßinfeln  be§  f^prifi^en  ©reie(f§  (ober 
2SieIe(!§)  jugeljörigen  j5f^<^£nir>in!el. 

@o  ift  5.  S.  ber  Siniemöinfel  AMC  ber  Sentriwinfet  be§  23ogen§  AC 
unb  ber  ^-[dt^entüinfcl  AMCB  ber  ju  bem  f^3^ari[(^en  SBinfet  AGB  gehörige 
^•lä(^entt)in!eL 

(gSen  fo  €rl)ält  man,  «jenn  man  \id)  ba§  f)3prif(^e  ©reied  ABC  a\§  ge= 
gefcen  bentt,  ba§  jugeljorige  f5r:pcrti(^e  ©reiec!  MABC,  wenn  man  burd)  bie 
(S(!en  A,  B  unb  C  be§  fpl)ärif(j)en  ©reieifg  Sinien  m^  bem  2ÄittcI^)unfte  M 
jiet)t  unb  but{^  je  jtüei  biefer  Sinien  ®6enen  legt. 

®a  in  ben  in  ber  angejeigten  Strt  §ufamntenget}5rigen  för^serlii^cn  unb 
j:p^ärif(^en  ©reiecfen  (ober  SSielecfen)  bie  ©eiten  unb  SÖinfel  bc§  einen  mit 
ben  (Seiten  unb  SBintetn  be§  anbern  in  ber  3^^)^  ^^^  ©rabe  üBereinftimmen, 
fo  muffen  offen&ar  aud)  hk  Don  ben  ©citen  unb  SBinteln  be§  einen  geltenben 
©ä^e  efcen  fo  für  bie  Seiten  unb  2ßinfel  be§  anbern  richtig  fein. 

§.  44.    fic^cfa^. 

3n  jebem  f)3f)ärif(^en  (ober  !ör)3erli(^en)  ©reiede  ift  bie  Summe  jnjeier 
«Seiten  •  größer,  alg  bie  britte. 

23en)eig.  Um  ju  jeigen,  ba^  in  bem  fp()ärif(^en  ®reie(fe  ABC  (^-ig.  16) 
AB  +  BC  >  AC  ift,  trage  man  auf  bie  SSerlängerung  ber  Seite  AB  bie 
Seite  BC  =  BD  auf,  verbinbe  A,  B,  C  unb  D  mit  bem  SOZittel^Junftc  M 
bur(^  gerabe  Sinien  unb  jie^e  cnbtic^  no(^  bie  ßinien  AC,  AD  unb  CE, 
®ann  ift  ba§  Öinienbreicif  CME  congruent  DME  (ME  =  ME,  MC  =  MD, 
2B.  BMC  =  BMD},  foIgU(^  auc^  CE  =  DE.  2Beiter  i|  in  bem  yini«n= 
breicde  ACE  nad)  ber  Planimetrie  AE  +  EC  >  AC,  bat)er  Sel)ne  AD  >  AC, 
alfo  auiS)  Soben  AD  >  AC,  b.  ^.  AB  +  BC  >  AC,  10.  §.  h.  \v. 

Stnm.  ®tcfer  Sßetoetä  iwütbe  feine  93rauc^6ar!cit  »erltcrcn,  iuenn  bie  ©umme 
ber  ©eiten  AB  unb  BC  eten  fo  grojj  ober  grölet,  alS  ein  §atfi!rci6  auffallen 
foßte;  eg  ■müvM  abn  für  biefen  gatt  bermöge  §.  41.  cineö  93eweife8  üterf;amjt 
nicf)t  iebüvfcn. 

§.  43.    «c^rfa^. 

3n  jebem  fpf)ärifdjen  (ober  !ör))ertid;en)  ©reiede  ABC  (i$ig.  17),  ift  bie 
©umme  atter  Seiten  fteiner  al§  360''. 

93etDei§.  5D?an  ertoeitere  jwei  ©eiten  AB  unb  AC,  6i§  fie  fic^  §um 
jweiten  2)ZaIe  in  bem  fünfte  D  fd)neiben;  bann  ift  in  bem  cntftanbenen 
©reiede  BCD  BC  <  BD  +  CD; 

folgtit^  wenn  wir  6eiberfeit8  AB  +  AC  abbireu: 

AB  -^  AC  +  BC  <  AB  +  AC  +  BD  +  CD. 

9?un  ift  afcer  AB  +  BD  gleid)  einem  ^aI6f reife  unb  eBen  fo  AC  +  CD 
g(ei(^  einem  JpatSfreife;  alfo  ift  bie  ©umme  AB  +  AC  +  BC  fleiner,  al§ 
ein  ganjer  ^rei§. 

§.  46.    3ufa^. 

3n  jt'bem  fpf)arifd)en  (ober  förperlii^en)  SSielede  ift  bie  ©umme  aller 
©eiten  fleiner  al§  360*^. 

33ewei§.  ®§  fei  junäi^ft  ein  33icred  ABCD  (gtg.  18),  gegcBen;  man 
ocriängere  jwei  Seiten  AD  unb  BC,  wel(^e   bur(^    eine  5roifd)cnIicgenbe  gF= 

ffoppe'6  Stereometrie.    5  3tufl.  2 
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trennt  ftnb,  6i§   fte   fi(^   im   fünfte  E  bur(^f(^netben.     ®onn  ift  bem   ent= 

ftanbenen  ©reiecfe  CDE  CD  <  CE  +  DE, 

fotgü(^  au(^,  roenn  wir  Beiberfeitg  AD  +  AB  +  BC  abbiten: 

AD  +  AB  +  BC  +  CD  <  AD  +  AB  +  BC  +  CE  +  DE. 

S)a  AD  +  DE  =  AE  unb  BC  +  CE  =  BE  ift,  fo  folgt  §ierau8: 
AD  -f  AB  +  BC  +  CD  <  AE  +  AB  +  BE, 

b.  ^.  bie  (Summe  ber  «Seiten  be§  SSietetfä  ABCD  ift  tleiner,  al§  bie  (Summe 
ber  (Seiten  be§  ©reiecES  ABE,  unb  ba  biefe  bereits  im  üor^erg.  §.  f (einer, 
af§  360*^  enuiejen  ift,  fo  mu^  um  fo  mdjx  bie  ©umme  ber  (Seiten  be§  3Sier= 
edS  ABCD  tteiner,  alä  360°  fein. 

3n  ä[)n(i(^er  3Irt  läßt  fic§  baffetbe  Don  einem  fp^ärif(^en  ^ünfetfe,  (Se(^= 
ede  u.  f.  tt).  erweifen. 

23emerfung.  ®ie  oor^crge^enben  (Sä|e  betrafen  lebiglic^  bie  ©eiten 
be8  for^erlii^en  ®reie(f§  (ober  23ie(ecE§);  e^e  mir  §ur  ^öetrat^tung  ber  SBinfet 
überge{)n,  f(^i(fen  wir  no^  bie  folgenben  (Sä^e  (§.  47—49)  öorau§,  tt>el(^e 
ung  eine  l)M)it  merfiuürbige  Stgentf)üm(i(^tcit  ftereometrifc^er  ßonftructionen 
öorfüf)rt,  ju  wjel^er  wir  in  ber  Planimetrie  tein  Stnatogon  finben. 

§.  47,    erflärung. 

3wei  toxpixli^e  ©reiecfe  MABC  unb  MA'B'C'  (gig.  19),  in  benen  bie 
Tanten  bc§  einen  bie  über  bie  gemeinf(^aftli(^e  ©pi^e  M  fortgefe^ten  3Ser= 
längcrungen  ber  Tanten  be§  anbern  finb,  i)ä^m  ©(^eitelbreiecf  e.  ©iefetbe 
Benennung  wirb  and)  auf  bie  §u  benfelben  gehörigen  fp^ärijc^en  ©reietfe 
ABC  unb  A'B'C'  angcwenbct. 

§.  48.    3ufa^. 

3wei  förderliche  ober  fpljärifi^e  Sc§eite(breio(fe  ftimmen,  wie  leicht  ju  fe^n, 
in  allen  ©eiten  unb  SBinfeln  überein;  bennoi^  ift  e§  ni^t  möglich,  biefetben, 
(wenn  fie  ung(cic^f(^enflig  finb,)  jum  ®e(fen  §u  bringen,  (wa^  am  beuttic^ften 
au§  ber  9tn)d)auung  oon  9}?obcIIen  ()erüDrgcl)t). 

3[nm.  SBottte  man  S-  35.  bie  Sreiecfe  MABC  unb  MA'B'C  (gig.  19),  fo 
auf  einanbcr  legen,  ba§  ein  ^aar  gleicfie  ©eiten  AMB  unb  A'MB'  fii^  bcrfen, 
ne^mticfi  AM  auf  A'M  unb  BM  auf  B'M  fäCt,  bann  »ürben  fi(^  too^I  biefe 
©eiten,  aier  ni(^t  bie  Sreiede  becfen,  in  bem  bog  eine  ©reiei  MABC  öot  ber 
©eite  MAB,  bag  anbere  ©reiecE  ]\LVB'C'  ^inter  ber  ©eite  MA'B'  liegt.  SBoEtc 
man,  um  biefen  UeBeljlanb  ju  »ermeiben,  ba§  ©reied  jVLV'B'C'  umtoenben,  fo  toer= 
ben  [ic^  bie  glei(f)en  ©eiten  MAB  unb  MA'B'  jeßt  nic^t  anberä  jum  ®ecfen  6rin= 
gen  (äffen,  a(§  baf  man  MA'  auf  MB  unb  MB'  auf  JLA.  legt.  "Dann  becfen 
\id)  ahn  bie  3)reiecfe  MABC  unb  MA'B'C'  nicf)t  not^toenbig ,  ba  bie  an  ben 
Tanten  MA'  unb  MB  unb  ekn  fo  bie  an  ben  Tanten  MB'  unb  MA  Uegenben 
gläi^emcinfel  ni^t  ai^  glcid»  borau6gefe|t  finb.  S^  fonnen  ba^er  im  2tllgemeinen 
©i^eitelbreiede  nii^t  jum  ®e(ien  gelirac^t  »erben. 

§.  49.    erflärung. 

Äör^)erli(^e  ober  fpf)ärifc§e  ©reiede  (ober  3SieIe(fe),  welche  in  allen  @et= 
ten  unb  2öinfe(n  übereinftimmen,  o^ne  congruent  §u  fein,  werben  f^mme  = 
trifc^  genannt. 

§.  30.    Scftrfo^. 

©inb  in  einem  förderlichen  ober  fpf)ärif(f)en  5Dreie(fc  jwei  2SinfcI  g(ei(^, 
fo  finb  au(^  bie  gegenüberft^enben  ©eiten  gtcid)  unb  ba§  ©reieif  ift  folglich 
glei(^i(f;ent(ig. 
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23ett)eig.  Tlan  confttutre  ju  bem  för^^erlic^cn  ©reierfe  MABC  (^^ig-  20), 
in  tt)el(^em  bie  an  ben  Tanten  MA  unb  MB  liegenben  gtäcknwinfet  al§ 
gtet(^  toorauggefei^t  fein  joüen,  ba§  §ugei)örige  ©^eitelbrcied  MA'B'C'  unb 
lege  t)ierauf  bie  Beiden  ©reierfe  MABC  unb  MA'B'C'  fo  aufeinanber,  ba§ 
bie  ^ante  MA  auf  MB'  unb  MB  auf  MA'  ju  liegen  fommt;  bann  fällt  aud) 
bie  (SBene  MAC  auf  MB'C,  \ueil  nai^  ber  SßorauSfe^ung  glädjennjinfct 
(MA)  =  (MB)  =  (MB')  ift,  unb  (Ebene  MBC  fäüt  auf  3IA'C',  weil  gläd)en= 
winfel  (MB)  =  (MA)  =  (MA')  ift.  ®a  nun  bie  ßbenen  MAC  unb  MBC 
mit  ben  ©benen  MB'C  unb  MA'C'  sufammen  gefallen  finb,  fo  mu^  aud) 
bie  gemcinf(^aftli(^e  ^ante  ber  erfteren,  MC,  auf  bie  gemeinf(^aftlid)e  £ante 
ber  le^tcrn,  MC',  faüen.  S)emnad)  ift  Siniennjinfel  AMC  =  ß'MC'  =  BMC, 
w.  5.  h.  w. 

§.  31.    fieljrfa^. 

3n  jcbem  fp^ärif(^en  (ober  for^erlii^en)  ®reie(fe  liegt  einem  größeren 
2Bin!el  au<S)  eine  größere  (Seite  gegenüber. 

Beweig.  (5§  fei  in  bem  ®reie(fe  ABC  (gig.  21),  2B.  B  >  C;  um 
JU  jeigen,  ba^  aud)  bie  ©eitc  AC  >  AB  ift,  ben!e  man  fid)  oon  bem  großem 
SBinfel  B  ben  tleinern  C  abgefd)nitten ,  gleic^  CBDj  bann  ift  nad;  bem  üor= 
t)erg.  §.  ba§  ®rcicd  BCD  glci(^f(^enflig  unb  BD  =  CD.  ferner  ift  in  bem 
®reie(!e  ABD  nac^  §.44  AB  <  AD  +  BD,  folglich  auc^  AB  <  AD  +  CD, 
b.  ^.  AB  <  AC. 

§.  52.    3ufa^. 

2(u§  ben  beiben  Dorl)ergel)enben  ^aragrapl)en  ergiebt  \\ä)  lei^t  inbireft: 

1)  3m  glcid)fd)cnfligen  S)reicde  finb  bie  SBinfel  an  ber  ©runblinie  gleid). 

2)  3m  ungleid)fd)cntligcn  5)reicde  liegt  ber  größeren  ©cite  aud;  ein 
größerer  SBinfel  gegenüber. 

33emer!ung.  Sie  Dorftel)cnbe  33el)anblung  ber  (£a^e  über  ba§  gleid): 
fc^cnflige  unb  ungleid)fd)ennige  ®reicd  in  ber  (Stereometrie  mu^te  ßon  ber 
S3el;anblung  ber  gteidjlautcnben  (Sä^e  in  ber  i^lanimetrie  barum  abireic^cii, 
weil  ^icr  ba8  23e«3cigmittel,  ba§  bie  brci  SEinfel  eineg  S)reicd§  einen  glac^cn 
Betragen,  augfällt,  inbem  im  fpl)ärifd)cn  unb  tör^erlic^ien  ©reiede,  wie  bie 
beiben  folgenben  (Sä^e  jcigen,  bicfe  (Summe  üielmel)r  immer  größer,  ol§  ein 
§la(^er  ift. 

91  nm.  UeBrigcnä  ^ätte  fic^  allcrbingä  auä)  Bei  ben  borftetjcnben  ©agen  bie 
Tie^mlic^e  Stnorbnung,  toenn  aucf)  ntcf)t  analoge  93e»etefül;rung  \vk  in  bcv  Plani- 
metrie befolgen  taffen,  wie  in  bcin  ^Programm  beg  ®^mnofium§  ju  ©oeft  t>s>m 
3a§re  1853,  ©.   7  gejeigt  ift. 

*§.  33.    «ctjrfa^. 

3n  jebem  f^ljärifc^en  ober  !örperlic§e  ®reiede  (ABC,  gig.  22)  ift,  wenn 
man  eine  Seite  (BC)  verlängert,  ber  entftanbene  2lu§enwinfel  (0)  Heiner  alg 
bie  beiben  innern  gegenüberfteljenbcn  («  unb  ß)  jufammen. 

23ewei§.  äBenn  bie  beiben  SCBinfel  «  unb  ß  jufammen  einen  glac^en 
ober  me^r  all  einen  %iaä)en  betragen  foUten,  fo  würbe  bie  9fitd)tigfeit  ber 
S3e^au^tung  ((5  <  «  +  ß)  an  fic^  flar  fein.  Sir  werben  bat)cr  ben  23ewei8 
nur  für  ben  ^alt  ju  fül)ren  braudien,  ba^  u  unb  ß  jufammen  weniger,  alg 
einen  g-tad^en  au§mad)en.  ®ie^  uorauggefe^t ,  lege  man  ben  Üßinfel'  «  =  ^ 
im  ^imfte  B  an  AB  unb  erweitere  bie  (Seiten  beg  gegebenen  S)reiedg  ABC, 
"big  fie  fi(^   jum  jweiten   ?02ale  in  B'  unb  C   f(^neiben.     ®ann  ift  in   bem 

2* 
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©reierfe  AB'E  303.  «'  =  a  =  f  =  c',  folglich  B'E  =  AE  unb  ba^er  B'E  < 
CE.  ©emnac^  i[t  in  bem  ©retede  B'CE  aivi)  2B.  c)  <  /5'  +  <•',  ober  bo 
ß'  =  ß  unb  *'  =  f  =  «  i[t,  ()<«  +  /!?,«>.  5.  6.  tu. 

*§.  34.    ßcJjrfa^. 

3n  jebem  i>§ärt)(^ea  ober  f6rperli(^cn  5)retc(fe  (ABC,  ^ig.  22)  behagen 
atte  QEinfel  sufammen  mel)r,  at§  einen  §{a(^en. 

23ett)ei§.  2)enn  ba  d-\-y  =  n,  aber  no(^  bem  tiorI)etgef)enben  §. 
ce  +  /?  >  ()  tft,  fo  ift  fofglic^  «  -h  /S  +  /  >  71. 

93emerfung.  2Bir  njenben  ung  nun  ju  ben  <Sä^en  übet  bie  ßongruenj 
bcr  f5rporli(^en  ^rete(ie  unb  treffen  I)ier  in  ben  §§.  55,  57  unb  59  biefeU 
Ben  Dter  ßongrucnjfäüe ,  lüie  in  ber  5]3(animetrie,  ^ugleicf)  mit  ganj  übereins 
[timmenben  5Bemei)en  OiW.  3(u^erbem  aber  begegnen  wir  nod)  in  Den  §§.  58 
unb  60  jwei  anberen  ßongruen§fä(Ien,  ttjelt^e  in  ber  5p(animetrte  fef)len,  weit 
in  bem  8tnienbreie(fe  bcr  5p(autmctrtc  bur(^  §tt)ei  Sßinfet  aucf)  ber  britte  be- 
[timmt  wirb,  wäfjrenb  bie  brei  sffiinfel  einei  förperli(^en  ©reieifg  üon  ein= 
anber  unabfjongig  finb. 

Sine  anbcre  2Serfcbieben()eit  jwifi^en  ber  Stereometrie  unb  ber  ^(animettie 
bc[to()t  ned}  in  tem  Umftanbe,  ba§  jwei  in  allen  ©tüifen  übereinftimmenbe 
!örper(id)e  über  fpfjärifdje  'Dreictfe  eiitweber  congruent  oi:er  fi^mmetrifcf)  [inb, 
wo  bann  im  ie|tcrn  ^-adc  ba§  eine  bem  ©(^eitetbreie(fe  be»  anbcrn  con; 
gruent  ift. 

§.  53,     ficl)rfa^.     (Srftet  unb  j^oetter  Songrucnjf atl.) 
3wei  f|)f)äriid)e  (ober  forperIid)e)   ®rcie(fe  finb   in   allen   Stüden    gteicb, 
wenn  in  benjclben 

1)  jwei  Seiten  unb  ber  eingef(^(offene  2Binfe(  ober 

2)  eine  ©eite  unb  bie  beiben  antiegenben  2Binfe(  a(»  gteic^  gegeben  finb. 
®er  33ewei§  biejer   ©ätse  wirb   eben  fo  gefüi)rt,   wie  ber  ber   ä^nü(^ 

lautenben  ©älse  in  ber  ^tanimetrie,  inbem  man  bie  ©reiecfe  entweber  un= 
mittelbar  oDer  bas  eine  mit  bem  Sc^eitelbreicrf:  be§  anbern  jufammentegt. 

§.  36.    fic^rfa^. 

@inb  in  jwei  )pbärifd)en  (ober  fDrpcrli(^ien)  ©reiccEen  je  jwei  Seiten 
gleid},  bie  eingef(^(offenen  SBinfet  aber  ungleii^,  fo  liegt  bem  größeren  SBinfet 
aud)  eine  größere  Seite  gegenüber. 

33ewei3.  Slud)  biefer  Sa^  wirb  eben  fo  wie  ber  äf)nli(^  lautenbe  Sa^ 
in  ber  ^^stanimctvie  crwicfen,  inbem  wie  Ieic{)t  ju  fef)n,  tiermöge  §.  44  bie 
beiben  folgenben  Säise  anc^  üon  fpf)ärilcbcn  ^reiedcn  gelten: 

Söenn  jwci  ®reiccfc  eine  gemeinicf)aft(id)e  ©runbUnie  l)aben  unb 

1)  ein  5paar  Seiten  fid)  bur(^idineiben,  fo  ift  bie  Summe  ber  fi(^  fd)nei; 
benben  Seiten  größer,  a(§  bie  Summe  ber  fid)  nic^t  fdineibenben  Seiten, 
unb  wenn 

2)  bie  Seiten  be§  einen  ®reied§  bie  Seiten  be§  anbcrn  einf(^tie^cn ,  fo 
ift  bie  Summe  bcr  einfdiliejienben  Seften  gröfjer,  a(§  bie  Summe  ber  einge= 
fi^toffencn  Seiten. 

§,  37>     Sc^rfa^.     (S)rüter  Songvuenjf äff.) 
3tuei  f^)^ärif(^e  (ober  förpcrlid)e)   ©reiede  ftimmen  au(^  in  ben  SSinfeln 
überein,  wenn  i^re  Seiten  at§  gtei(^  öorauSgefe^t  finb. 
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S5er  S3ei»ei§  t[i  berfetbe  wie  ber  be§  5|nlic^  lautenben  ©a^eS  in  ber 
^Planimetrie.  ^ 

*§.  38.    iJclirfa^,     (SSierter  SDngrucnjfall.) 
9Se.m  §tüei  ©reiecfe  in  bcn   brei  3BinfeIn  ü6etein[timmen,   fo  [inb   au(f) 
ir)re  gteidjiiegcnben  ©citen  cinanbcr  gleid)*). 

S3eiuci§.  ®8  fei  in  ben  ©reichen  ABC  unb  A'B'C  ^-ig.  23,  2B. 
A  =  A',  B  =  B'  unb  C  =  C'.  Tlan  »erlängere  jiüci  ©citen  bc§  "Dreiedg 
ABC,  6i§  [ie  fic^  jum  jweiten  ?0?ale  im  ^punüe  A"  burd)fcf)ncibcn,  ma(f)e 
A"B"  =  A'B',  A"C"  =  A'C  unb  lege  burc^  bie  fünfte  B"  unb  C"  bcn 
5öogen  eine§  ^au^itfreifcg,  iveldjer  bie  verlängerte  ©cite  BC  in  D  burd)f(f}nei= 
bet.  2)ann  ftimmen  junäc^ft  bie  S)reiec!e  A'B'C'  unb  A"B"C"  in  ^^vci 
©eiten  (A'B'  =  A"B",  A'C'  =  A"C"  unb  bem  eingejd)lo[fencn  SBinfel 
A'  —  A")  üfcerein,  unb  c§  i[t  folglich  au(^  2B.  A"B"C"  =  A'B'C  -=  ABC 
unb  Sßinfel  A"C"B"  =  A'C'B'  =  ACB.  §ierau§  folgt  «weiter  9B.  DB"B  = 
DBB"  unb  9B.  DC"C  =  DCC".  (g§  finb"baf)cr  m6)  %.  50  bie  ©reieife 
BB"D  unb  CC'D  glei^fc^cnflig;  alfo  ©eite  BD  =  B"D  unb  C"D  =  CD, 
folglii^  aucf;  BC  =  B"C"  --=  B'C.  9?un  ftimmen  bie  ®rcic(fe  ABC  unb 
A'B'C'  in  einer  ©eite  unb  ben  teibcn  anliegmbett  2Binfc(n  üfcercin;  e§  muffen 
ba^er  aw<^  na^  %.  55,  2  bie  ütrigcn  ©eiten  in  Reiben  gicid)  grc^  fein. 

*§.  39.  ile})VSa%,  (günfter  ßongrucnsfall.) 
SBenn  jttjei  ^reietfc  ABC  unb  A'B'C',  ^-ig.  24,  in  jiuei  ©eiten,  AC  = 
A'C',  BC  =  B'C'  unb  bem  ber  einen  gegenüberlicgenbeii  SlJintel  A  =  A' 
lUereinftimmen,  fo  finb  cntwcber  aud;  aiie  anbern  gtcid)Iiegcnben  ©türfe  in 
fceiben  glcidt  grop,  ober  ber  Sßinfel  B'  in  bem  einen  ift  glcid)  bem  9icben= 
luinfel  Don  B  in  bem  anbern. 

S3en3ei§.  2Benn  bie  ©eite  AB  =  A'B'  ift,  fo  folgt  bie  9Jid)tigfcit  be§ 
©a^e§  au§  §.  55.  2Benn  aber  biefe  ©eiten  ungteii^  finb,  5.  S.  A'ß'^  >  AB 
ift,  fo  ma(^e  man  AB"  =  A'B'  unb  üerbinbe  B"  mit  C ;  bann  ftimmen  bie 
©reiede  AB"C  unb  A'B'C'  in  gioei  ©eiten  unb  bem  eingcfdjioffcnen  2Jßin!cI 
üBerein,  unb  folglich  ift  ouc^  ©eite  B"C  =  B'C  =  BC,  bal)er  2ß.  CBB"  = 
CB"B  =:  C'B'A',  w.  5.  b.  w. 

*§.  60.  Scl&rfa^.  (©ec^fter  ßongruen^f aig 
SBenn  jujei  ©reiede  ABC  unb  A'B'C'  (gig.  23  unb  24,)  in  smei 
2BinfeIn  A  =  A'  unb  B  =  B',  unb  ber  bem  einen  gegenübcriicgcnben  ©eite 
BC  =  B'C'  übereinftimmen ,  fo  finb  au<^  bie  übrigen  glcid;liegcncen  ©tüde 
in  beiben  gteid;  gro§  ober  bie  bem  anbern  g[cid)en  2Bin*eI  gegenüberliegenben 
©eiten  AC  unb  A'C'  ergänjen  fiÄ  ju  einem  Jpalbtreifc. 

Sett)ei§.  50?an  üerfängcre  in  bem  einen  ©reiede  ABC  bie  ©eiten  AB 
unb  AC,  bi§  fie  fi(^  jum  jwciten  §02ale  in  A"  bi!rd)f(^neiben,  ®ann  ift 
cntweber  A'C'  ung(cid)  ober  gleid)  A"C.  ^m  erften  g-aüe  ma(^e  man 
A'C  =  A"C"  unb  A'B' =  A"B",  gig.  23,  unb  conftrmre  lüeiter  ime  im 
§.  58.  9?un  ftimmen  bie  ®reicde  A'B'C'  unb  A"B"C"  in  jwei  ©eiten, 
A'C  =  A"C"  unb  A'B'  =  A"B",    unb   bem  eingefc^loffenen    SB.  A'  =  A" 


*)  ®icfcr  unb  bie  ü6rigcn  mit  einem  ©ternijen  (*)  Bejeic^neten  ©a^c  finb  für  bog 
gctgenbe  t^on  geringerer  2Bi(^tigfeit  unb  fönnen  cf)ne  ©törnng  be^  Q\i]ammm- 
^ange§  aucE)  ganj  üBergongen  inerben. 
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lUerein;  ba^er  i[t  au(^  2B.  B"  =  B'  =  b,  unb  fotgUf^  (Seite  BD  =  B"D, 
al)D  auc^,  ba  BC  =  B"C",  CD  =  C"D  unb  2Ö.  C  =  C"  =  C'.  ®em= 
na(^  ftimmen  bie  ©reiecEe  ABC  unb  A'B'C'  in  einer  (Seite,  BC  =  B'C' 
unb  ben  anliegenben  SßinfeCn,  B  =  B'  unb  C  =  C  ü&erein,  unb  e8  müfien 
folglii^  anii)  miS)  §.  55,  2  bie  übrigen  glei(^(iegenben  ©tücfe  in  beiben 
gtei(^  gro^  jein. 

®§  fann  aber  auc£)  bie  (Seite  A'C  =  A"C,  %i^.  24,  fein,  alfo  A'C' 
unb  AC  \x<i)  ju  einem  .^albfreife  ergänzen.  2Benn  inir  bann  noc^  A"B"  = 
A'B'  malten  unb  B"  mit  C  öerBinben,  fo  ift  ba§  ©reiecf  A'B'C'  bem  2)ret= 
erfe  A"B"C,  ta  fie  in  jwei  ©eiten  uni)  bem  eingefi^tofienen  SBinfet,  A'C'  = 
A"C,  A'B'  =  A"B",  A'  =  A",  übertinj'timmen,  in  atten  (Stütfen  gtei(^. 
2(6er  ba§  ^reiecf  A"B"C  ift  ni(^t  mefjr  not[)tt)enbig  bem  ^reierfe  ABC  in 
allen  Stücf en  gleich ,  oh]d)o\\  in  bcmfelßen  3ß.  A  =  A",  23].  B  =  B"  unb 
(S.  BC  =  B"C  i[t.  9?ur  ttjenn  bie  [ic^  5U  einem  ^albfreife  ergän§enben 
(Seiten  AC  unb  A"C  Ouabranten  fein  foütcn,  fo  ^cürben  biefe  ©reiede  ju- 
folge  be§  üorfjerg.  §.  in  allen  Stücfen  übereinftimmen  muffen. 

B.    2Som  rcc^ttoinfligcn  SJrcictfc  in6  23cfonbere. 

§.  61.    (StUävnttQ. 

(Sin  fp^ärif(^e§  ober  förperlii^e»  Sreiecf  wirb  re(^tn)inflig  genannt, 
tceun  in  bemfclben  ein  SBinfel  ein  rechter  ift.   —  Jpt)^otenufe  —  Sat^eten. 

§.  62.    äc^rfa^. 

2Benn  in  einem  fp[;ärif(f)en  (ober  förderlichen)  ©reiecEe  ABC  Cgig.  25) 
jwei  (Seiten  AB  unb  AC  Ouabranten  (rechte  Sinienwinfet)  finb,  fo  finb  au^ 
bie  gegenüberliegenben  SSinfel  B  unb  C  reifte  *). 

Sett)ei§.  3)Zan  verlängere  bie  beiben  Seiten  AB  unb  AC,  bi§  fte  fi(^ 
jum  jweiten  Whk  im  ^Ipunlte  D  turc^fcfmeiben.  !Dann  ftimmen  bie  beiben 
©reiccfo  ABC  unb  DBC  in  aüen  brei  (Seiten  (BC  =  BC,  AC  =  CD,  AB  = 
BD)  üBerein;  folglich  ift  auc|  23.  ABC  =  DBC  =  90*^  unb  Sß.  aCB  = 
DGB  =  900**). 

§.  63.    ße^rfa^. 

SBenn  in  einem  f)3§ärif(f)en  (ober  förperti(^en)  Sreietfe  ABC  (^ig.  25) 
jTOet  üßinfel  B  unb  C  rechte  finb,  fo  finb  bie  gegenüberliegenben  Seiten  AB 
unb  AC  Duabranten  (recJite  Ctnientüinfet). 

33etüei§.  ®ie  beiben  Sreiecfe  ABC  unb  BCD  ftimmen  in  einer  (Seite 
(BC  =  BC)  unb  ben  anliegenben  Sinfeln  (ABC  =  DBC  unb  ACB  =  DCB) 
überein ;  folgli^  ift  auc^  (Seite  AB  =  BD  =  90°  unb  AC  =  CD  =  90^. 

§.  64.    Sctjvfa^. 

SBenn  in  einem  fpl)ärifc^en  (ober  förperli(f)en)  ^DreieiJe  ABC  (^ig.  25) 
ein  2Bintel  B  ein  rechter  unb  eine  i§m  anliegenöe  (Seite  AB  ein  Duabrant 
ift,  fo  ift  au(^  bie  Seite  AC  ein  Duabrant  unb  ber  SSinfel  C  ein  rechter. 


*)   3e  3*ci  SKertbianquabranten  ber  Srbe  Bttfcen  mit  bem  jrüifc^en  liegcnben  Sogen 
be§  äequatorö  ein  ioläjiB  2)reic(f. 

**)   SBenn  wix  ber  Äürjc  »egen  einen  f^^örifc^cn  SBinfel,  tDelt^cr  ein  reifiter  ifi,  mit 
900  Bejeicfcnen.     SJergl.  unten  §.  89. 
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S3ewet§.  ®ie  ©reiedfe  ABC  unb  BCD  fttmmen  in  jwei  ©eitcn  (BC  = 
BC  unb  AB  =  BD)  unb  bem  etngef^lo[fenen  2BinfeI  ABC  =  DBC  überetn; 
folglich  tft  au^  AC  =  CD  unb  2B.  AGB  =  DCB. 

§.  63.    Ccl^rfa^. 

2Benn  in  einem  rec^twinütgen  ^reietfe  ABC  Cgig.  26)  fceibe  ßalt)eten 
AB  unb  BC  üeiner,  aU  Ouabranten  [inb,  jo  finb  bie  if)nen  gegeniUerliegen; 
ben  SBinfel  BAC  unb  ACB  fpi|,  unb  a\i6)  bie  ^^jsotenufe  AC  i[t  tieiner, 
als  ein  Ouabrant. 

33  e  weis.  Tlan  verlängere  bie  eine  ßattjete  AB  über  A  ^inauS,  6i8 
BD  g(ei(^  einem  Ouabranten  wirb,  unb  »erSinbe  D  mit  C  burd)  ben  33ogen 
eine§  JpauptfreifeS.  ®ann  i[t  naä)  §.  64  SB.  DCB  ein  rechter  unb  (Seite 
CD  ein  Ouabrant.  i^olglii^  tft  ber  SBinfel  ACB  fpitj.  Stuf  gtei(^e  2Beijc 
fann  gejeigt  werben,  ba^  2Bin!et  CAB  fpi^  ift.  "gcrner  ift  in  bem  ©reietfe 
ACD  2ß.  CAD  ftum^jf  unb  2B.  ACD  fpi^,  folgli(f)  nac^  §.  51  ©eite  AC 
<  CD,  atfo  AC  fleiner,  aU  ein  Ouabrant. 

§.  66.  sum- 

Stu§  bem  tiorf)erge^enben  §.  ergeticn  fu^  leii^t  weiter  folgenbc  ©ä|e: 

1)  2ßenn  in  einem  redjtwinfligen  ©reiche  AP]C,  §ig.  26,  bcibe  ßat^eten 
AE  unb  CE  größer,  al§  Ouobranten  finb,  fo  finb  bie  gegcnüBerliegenben 
2BinfeI  ACE  unb  CAE  ftum^f;  bie  ^^potenufe  AC  aber  ift  f (einer,  a(g 
ein  Ouabrant. 

2)  SBenn  in  einem  re(^tn)inftigen  ©reierfe  CBF,  ^ig.  26,  eine  ßat^ete 
BC  !(einer,  bie  anbere  BF  großer,  aU  ein  Ouabrant  ift,  fo  ift  ber  ber  erftern 
gegenüberliegenbe  23infet  BFC  fpi^,  ber  ber  anbern  gcgcnübertiegenbe  2ßinfcl 
BCF  ftum^f  unb  bie  Jp^^otenuie  CF  großer,  at§  ein  Ouabrant. 

3)  (5§  liegt  ba()er  in  einem  rei^twintligen  ©reierfc  einer  (S,ati)de.,  we((^e 
f leiner,  oI8  ein  Ouabrant  ift,  allemot  ein  fpi|cr,  unb  einer  6ati)ete,  weti^e 
größer,  al§  ein  Ouabrant  ift,  ein  ftum^jfer  SSinfel  gegenüber. 

33emer!ung.  ®ie  nun  folgenben  ©ä^e  fmb  SInwenbungen  ber  julc^t 
iiber  bag  rei^twinfUge  ©reied  vorgetragenen  @ä|e.  2Bir  wibmen  benfelben 
jeboi^  wegen  i^rer  großen  2ßi(^tig!eit  einen  befonbern  2ib)(^nitt, 


iierter  <abfd)nUt. 

SJott   Oet   fcnf testen  Sage   ^er  Linien 
nnb  Ebenen   im  i^anme« 


A.    §ttuptftt^c. 

§.  67.    erfläruttö. 

©ine  ßinie  (AB,  %i^.  27)  ^ei|t  auf  einer  (Ebene  (CED)  fenfre(^t,  wenn 
flc  auf  allen  burc^  i^ren  ^u^punft  (B)  in  ber  ßbene  gejogenen  Sinien  (BD, 
BF,  BE  u.  f.  w.)  jenfrec^t  ftetjt. 
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§.  68.    ficljrfa^. 

Sine  Sinie  AB  (^tg.  27)  ift  auf  einer  öbenc  CED  jenfre(^t,  aenn  fle 
ouf  jwci  bur(^  i§ren  gu|)3un!t  in  bet  SSene  gejogenen  Sinien  BD  unb  BE 
fenfre(^t  fte^t. 

23ett)ei§.  3"^  Seweife  5ief)en  njit  burcf)  ben  ^unft  B  in  ber  Sbene 
CED  eine  iüitl!üt)r(i(|e  Sinie  BF  unb  benfen  un§  um  bcn  ^untt  B  mit  einem 
telietigen  9fiabiu§  eine  ^ugel^ät^e  conftruirt,  tüe((^e  bie  öon  bem  3D?ittctpunfte 
B  au§gef)enben  Sinien  in  ben  ^Junften  A,  D,  F  unb  E  burc^l(f)neibet.  ^ann 
finb  in  bem  fpl)5riic£jen  3Dreie(fe  ADE  nat^  ber  2Sorausie|ung  jwei  ©eiten 
AD  unb  AE  Quabranten,  fo(glid)  bie  benfelben  gegenü6erliegenben  SBinfel 
naä)  §.  62  reifte,  ©emnac^  ift  SBinfel  ADF  ein  re(^ter,  unb  ha  bie  bem= 
fetben  anliegenbe  Seite  AD  nac^  ber  23orau§fe|ung  ein  Duabrant  ift,  fo  ift 
auc^  nad)  $.  64  bie  i^m  gegeniUerliegenbe  ©eite  AF  ein  Duabrant,  alfo 
AB  fenfrec^t  auf  BF. 

(S6en  fo  (ä§t  fi(^  jeigen,  ba§  AB  auf  jeber  anbern  in  ber  (Sbene  CED 
burd;  ben  ^unft  ß  gezogenen  ßinie  fenfre^t  ftef)t,  ba^er  ift  AB  auf  ber 
ßbene  CED  felbft  fenfrec^t. 

Semerfung.     ®urd^   Umfef)rung    be§    »or^erge^enben    ©a|e§    entfielt 

ber  fotgenbe. 

§.  69.    fie^rfa^. 

2ßenn  auf  einer  Sinie  AB  (gig.  27)  in  bem  ne:^mn(^en  ^untte  brei 
(ober  me^r)  Sinicn  BD,  BF  unb  BE  fenfrec^t  ftci)n,  fo  liegen  biefelben  fämmt= 
It(^  in  einer  ßbene. 

Sett)ei§.  50?an  lege  burd)  jtuei  unb  ivuei  ber  gegebenen  Sinien,  ^.  23. 
burd)  BD  unb  BF  unb  buri^  BF  unb  BE  eine  Sbene  unb  benfe  fid)  (\m 
im  oort)erg.  §.)  um  ben  5|sunft  B  al§  a)?ittelpunft  mit  einem  Beliebigen  9?abiu§ 
eine  ^ugelftäd)e  conftruirt.  S)ann  finb  in  bem  fpf)ärifd)en  ®rciede  ADF  bie 
(Seiten  AD  unb  AF  unb  in  bem  fvl)ärif(^en  ®reiede  ATE  bie  Seiten  AE 
unb  AF  nad)  ber  2Sorau6fe|ung  Cuabrantcn,  fo(g(i(^  ift  m6)  %.  62  in  bem 
irftern  ÜBintel  AFD  unb  in  bem  lottern  SSinfel  AFE  ein  re(|ter.  6§  ma(^en 
baf)er  biefe  Reiben  Sßinfel  einen  %la<^m  au§,  unb  i^re  <Bdi)enld  DBF  unb 
EBF  bdben  folgtid)  eine  SSene.  ®emna(^  liegen  bie  brei  ßinien  BD,  BF 
unb  BE  in  einer  ß&ene. 

93emerfung.  2Senn  wir  in  §.  68  nic^t  bIo§  bie  Sage  ber  »om  g5unfte 
B  (f^ig.  27)  au§ge^enben  ßinien,  fonbern  anä)  bie  gegenfettige  Sage  ber  in 
B  sufammenfto^enben  (Sbenen  fcerüdfid)tigen,  fo  erljalten  n^ir  «weiter  ben  foI= 
genben  Sa^. 

§,  70.    Scl)rfa^. 

SSenn  eine  ßinie  AB  (^ig.  28)  auf  einer  ßbene  CED  fenfred)t  ftet)t,  fo 
ift  auc^  jcbe  bur^  bie  Sinie  AB  gelegte  ®&ene  CAD  auf  ber  gegebenen 
CED  fen!red)t. 

Seme  ig.  5Kan  lege  bur(^  AB  no(^  eine  jTOeite  (Ebene  ABE  unb  con= 
ftruire  um  B  mit  einem  beliebigen  9tabiug  eine  ^ugelfläc^e ;  bann  finb  in  bem 
fp^ärifd)en  Sreicde  ADE,  ta  m<^  ber  33orau§fel^ung  bie  Sinie  AB  auf  ben 
Sinien  BD  unb  BE  fentredjt  fte[)t,  bie  Seiten  AD  unb  AE  Ouabranten, 
fotgtic^  ift  2Binfe(  ADE  nai^  §.  62  ein  rechter,  alfo  bie  (Ebene  CAD  auf 
ber  (Ebene  CED  fenfrei^t. 

Semerfung,  S)ur(^  Umte^rung  eben  beg  erwiefenen  Sa^eg  gef)t  ferner 
ber  folgenbe  ^ercor. 
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§.  71.    ficl^rffl^. 

Sßenn  jwei  ft(^  fi^netbenbe  (S6enen  ABD  unb  ABE  (^ig.  28)  auf  einer 
btttten  CED  fenfrei^t  ftel)n,  fo  i[t  auc^  i^te  gemetnf(^aftlid)e  ^ante  AB  auf 
bet  britten  ß&ene  CED  fenfrec^t. 

33en)et§.  ®cnn  nsenn  wir  («)ie  in  ben  üor^ergeltenben  §§.)  um  ben 
^un!t  B  al§  9)?itte(punft  eine  i?ugelf{äd)e  conftruiren,  jo  finb  in  bem  ^rei- 
edfe  AJDE  naä)  ber  2Sorau§fe^ung  bie  SJßinfel  D  unb  E  rechte,  foIgtt&  bie 
i^nen  gegenüfcertiegenben  (Seiten  AD  unb  AE  nat^  §.  63  Duabranten,  alfo 
bie  ßinte  AB  auf  ben  ßinicn  BD  unb  BE  unb  bat)er  na^  §.  68  auf  ber 
eßcne  CED  feltft  jenfrec()t. 

93emerlung.  23äl)renb  in  §.  70  jwei  redjte  ßinienwinfel  ABD  unb 
ABE  (gig.  27),  in  §.  71  ^wd  red)te  ^-läi^emDinfel  BD  unb  BE  bie  93or-- 
augfe^ung  Bitben,  er^tten  iuir  enblic^  no(^  ben  fotgenbcn  ©a^,  u^nn  \m 
einen  redeten  §IM)enit)intet  BD  unb  einen  reiften  Öinienwinfcl  ABD  in  ber 
3Sorau§fc^ung  mit  einanber  »eriinben. 

§.  72.    Sc^rfa^. 

Sßenn  j^nei  Sßenen  CAD  unb  CED  (gig.  28)  auf  einanber  fcnfrec^t 
fte^n,  unb  man  jieljt  in  ber  einen  CAD  eine  ßinie  AB  fenfred)t  auf  bie  ^ante 
et),  fü  ift  bicfe  ßinie  AB  aud)  auf  ber  anbern  ßbenc  CED  fcnh-cd)t. 

5Sett)ei§.  SBenn  wir  in  ber  Skne  CED  burd)  ben  ^unft  B  no(^  eine 
iüiüfü^rtid;e  Öinie  BE  jiel^en  imb  un§  um  B  eine  ^ug?lfläd)c  conftruirt  benfen, 
fo  ift  in  bem  ©reicde  ADE  nadi  ber  9Sorau§fe^ung  bie  ©cite  AD  ein 
Duabrant  unb  ber  il)r  anlicgenbc  Sinfel  ADE  ein  redjter;  fotg(id)  ift  m^ 
§.  64  auä)  bie  biefcm  SOBinfel  gegenübertiegenbe  ©cite  AE  ein  Ouabrant, 
atfo  bie  ßinie  AB  fenfredjt  auf  BE,  unb  ba  AB  aiid;  fenfrcd)t  auf  BD  »or- 
au§gefe^t  ift,  fo  ift  fic  nac^  §.  68  auf  ber  ßBene  CED  felfcft  fen{red)t. 

B.    SlufgaBctt. 

S3emerfung.  3Bir  wenben  nun  junM}ft  bie  t>or()erge{)cnbcn  ©ä^c  jur 
9IufIofung  einiger  wid)tigcn  unb  häufige  9lnwenbung  finbenbcn  ftcreometrifd)en 
9lufga6en  an,  inbem  wir  mit  ben  am  Ieid)teften  §u  (öfenbcn  Stufgaien  beginnen. 

§.  73.    Slufgobc. 

®ur(^  einen  5punft  A  (^^ig.  29)  auf  einer  Öinie  BC  eine  fentrc(^te  ®6ene 
ju  legen. 

5luflöfung.  3}2an  lege  burd)  bie  Sinie  BC  §wei  willfü^rü(^e  ©fcenen, 
jiet)e  in  benfelben  bie  Sinien  AD  unb  AE  fcnfred)t  auf  BC  unb  lege  burc^ 
biefe  Sinien  eine  ©fsene  DAEF,  fo  ift  BC  ouf  biefer  ßbene  fcnfred;t,  weit  fie 
na^  ber  Sonftruction  auf  ben  fit^  fdjneibenbcn  Sinien  AD  unb  AE  fenf= 
re(^t  fte^t. 

§.  74.    3«fa^. 

®urdi  einen  ^unft  in  einer  ßinie  fann  nur  eine  einzige  fenfret^tc  Sbene 
gelegt  werben. 

.  58ewei§.  SIngenommen,  e§  gingen  buri^  ben  ^unft  A  in  ber  öinie  BC 
(§ig.  30)  jwci  (SBenen  DEF  unb  DEG,  wctdie  Beibe  auf  ber  ßinie  BC  fen!= 
red^t  wären,  fo  tege  man  burc^  BC  eine  anttfüt)rlid}e  ßBenc,  wctd)e  (nit^t 
gerabe  bur^  bie  ^ante  DE  ge^t  unb)  bie  gegebenen  ©Benen  in   jwei  ßinien 
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AF  unb  AG  bur(^fc^nctbet ;  bann  müpte  BC,  ha  [tc  nac^  bet  3tnna^me  auf 
ben  (Sbenen  DEF  unb  DEG  jenfrec^t  fein  foll ,  au(^  auf  ben  fceiben  ßinten 
AF  unb  AG  fen!re(^t  fielen,  it>a8  naö)  ber  ^(antmettie  unmöglich  tfl,  ba 
oüe  brei  ßinien  in  einet  (S&ene  liegen. 

§.  75.    Slufgobc. 

®ur(^  einen  ^Punft  D,  njelÄer  au^er^alb  einer  Sinte  BC  CJig.  29)  ge= 
geben  ift,  eine  (Sbene  fcnfrcc^t  auf  biefe  Sinie  ju  conftruiten. 

Stufiöfung.  90?an  lege  juna(^ft  burc^  bie  ßinie  BC  unb  ben  au^et^tb 
betfelben  gegebenen  ^unft  D  eine  ßbene  unb  bann  burc^  BC  nocb  eine  sroeitc 
vuiüfü()rli(i)e  Sbene  BCE,  jie^e  in  bet  etftetn  (Sbene  Don  D  au8  bie  ßinie  AD 
fenfre(^t  auf  BC  unb  in  bet  (entern  »on  A  au§  bie  ßinie  AE  ebenfalls  fenf= 
rei^t  auf  BC  unb  lege  buti^  bie  ßinien  AD  unb  AE  eine  ßbene  DAEF, 
tüd6)i,  \m  Iei(^t  ju  fe^n^  bie  »ettangte  ift. 

§.  76.    3ufo^. 

1)  ®urd}  einen  5pun!t  A  (gig.  31),  welt^et  au§ett)atb  einet  ßinie  BC 
gegeben  ift,  lö^t  \\<S)  nur  eine  ßbene  fenfre(^t  ^u  biefet  ßinie  conftruiren. 

5öett)ei§.  2)enn  angenommen,  e8  gingen  burd)  ben  ^unft  A  jmei  Sbenen, 
ioeli^e  ouf  ber  ßinie  BC  in  ben  ?Punften  D  unb  E  fenftec^t  ftänben;  bann 
würbe,  wenn  wir  A  mit  D  unb  E  üerbinben,  ein  5)reied  ADE  entfte^n, 
tt)cl(^eg  bei  D  unb  E  jmei  rechte  SBinfel  i)ätte. 

2)  '?f\m  ßbenen  MN  unb  PQ  ("Jig.  32)  finb  ba^et  gewi^  parallel, 
wenn  beibe  auf  berfelbcn  ßinie  AB  fenfrec^t  fteijn. 

23ewei§.  ®8  ift  ne^mtid^  nicf)t  niögli{^,  ba^  bie  (Sbenen  MN  unb  PQ 
in  irgenb  einem  ^un!te  X  jufammenftofien ;  benn  bann  gingen  but(^  einen 
^unft  X  au^er^alb  einer  ßinie  jwei  ju  betfetben  fenfrec^ten  (Sbenen,  wa§  ge^ 
gen  9?to.  1  ftreitet. 

3)  Umgefe[)rt  folgt  ^ierauä :  2öenn  üon  jmei  ^arattelen  Sbenen  MN  unb 
PQ  (Sig-  32)  bie  eine  PQ  auf  einer  ßinie  AB  fenfrec^t  ftef)t,  fo  ift  bie  an= 
bere  MN  auf  biefer  ßinie  ebenfaüS  fenfrec^t. 

5öewei§.  ®enn  wenn  bie  Sbcne  MN  auf  ber  ßinie  AB  nic^t  fenfrec^t 
wöre,  fo  Ue§e  fic^  nac^  §.  73  burc^  ben  ^Punft  A  eine  anbete  Sbene  RS 
fenfte(^t  auf  AB  legen.  S)ann  mü^te  aber  biefe  ßbene  nac§  'iilxo.  2  eben- 
fall§  mit  PQ  parallel  fein,  unb  e§  gingen  folglicf)  burd;  ben  ^unft  A  jwei 
ju  PQ  ))aroUeIe  (Ebenen  MN  unb  RS,  )x^aß  nadi  §.19  unmogUi^  ift. 

S3emetfung.  2Bit  et^alten  bie  2tnali)fi§  ju  ber  folgenben  Stufgabe, 
but(^  eine  ßinie  in  einet  (Ebene  eine  fenfrec^te  (Ebene  ju  legen,  au§  ber  Sluf^ 
löfung  ber  3tufgabe  bc§  §.  75,  wenn  wir  in  'gtg.  29  BCD  atg  bie  gegebene 
(Ebene,  AD  oI§  bie  in  berfelben  gegebenen  ßinie  unb  DAEF  al§  bie  gefüllte 
Sbene  anfet)en. 

§.  77.    Stuföobe. 

S)ur(^  eine  ßinie  DG  (gig.  33)  in  einer  (Ebene  MN  eine  fenfrec^te  (Ebene 
ju  conftruiren. 

Sluflbfung.  SO?an  nel)me  in  ber  ßinie  DG  einen  beliebigen  ^unft  A 
an,  jiet)e  butd)  benfelben  in  ber  (Ebene  MN  eine  ju  DG  fenfred)te  ßinie  BC, 
lege  burc^  biefe  eine  §weite  wiüfül)rtt(^e  (Ebene  BEC,  jie^e  in  biefer  ©benc 
burc^  ben  ^unft  A  eine  auf  BC  fenfrec^tc  ßinie  AE  unb  lege  enb(ic§  burc^ 
bie  ßinien  DG  unb  AE  eine  (Ebene  DEG,  fo  ift  biefe  ßbene  fenftec^t  auf  MN. 
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S3ctt>ei§.  9^a(^  bet  ßonfttudton  t[t  bie  Stnie  BC  jenfred^t  auf  ben 
ßtnien  AD  unb  AE,  fotgliii)  au(^  fenfrei^t  auf  ber  Sbene  DEG;  ba^er  ift 
au(^  bie  bur(^  bie  Sinie  BC  gefienbe  Sbene  MN  m6)  $.  70  fen!red§t  auf  ber 
(56ene  DEG,  w.  5.  6.  to. 

3lnm.  ®a§  fii^  butd&  eine  Sinie  in  einet  66ene  nur  eine  cinjtge  fenfrei^tc 
ßßene  legen  läft,  ifi  on  \id)  llax,  ba  alte  redjten  j5ta{^emt)tnfcl  etnanber  glei(^  [inb. 

23emerfung.  ®f)e  wir  §u  ber  9(ufgabe  übergc{)en  fonncn,  bur(^  eine 
au^et^oIB  einer  (Ebene  gegebene  Sinie  eine  fenfrec^te  Sbcne  ju  tcgen,  muffen 
tt5ir  no(^  bie  beiben  2tufgaben,  auf  einer  Sbene  ein  Sott)  5U  errichten  unb  auf 
eine  Sbene  ein  ßot^  ju  fäüen,  üorau§f(^i(fen.  ®ie  2tufIofung  ber  er* 
jieren  Stufgabe  rotrb  vermöge  §.72  fe{)r  Iei(^t  mit  §ilfe  ber  foeben  getöften 
9tufgabe  ermatten ,  unb  au§  ber  erftcren  2(ufgabe  ergiebt  fi(^  bann  »weiter  mit 
93enu|ung  üon  §.  80  bie  Stufiöfung  ber  le^teren. 

§.  78.    3luföa6e. 

Stuf  einet  (Sbcnc  MN  (gig.  35)  in  einem  gegebenen  ^unft  B  ein  ßot§ 
auf  Juristen. 

5tuflöfung.  50hn  5iel)e  bur(^  ben  ^unft  B  in  ber  Sbene  MN  eine 
tt5itIfüt)rU(^e  Sinie  GH  unb  lege  bur(^  bicfe  naä)  §.77  eine  fcnfrec{)te  Sbene 
GAH.  3ief)t  man  bann  in  biefer  burcf)  ben  ^untt  B  fentreifit  auf  bie  ^ante 
GH  eine  Sinie  AB,  fo  ift  biefe  Sinie  au(^  auf  ber  Sbene  MN  fenfred)t,  lüeit 
fle  in  einer  fenfrec^tcn  Sbene  fcnfrcc^t  jur  Äante  gelegen  ift. 

§.  79.    3ufa^. 

3n  einem  fünfte  einer  Sbcne  tann  nur  ein  Sot^  errirfjtet  werben. 

33en)ei§.  Stngenommen,  e8  tiefen  \\<i)  im  fünfte  A  auf  ber  ©bene 
MN  (gig.  34)  jwei  Sot^c  AB  unb  AC  errii^ten,  fo  lege  man  bur(^  biefelben 
eine  Sbene,  \üel(^e  bie  gegebene  Sbene  in  DE  burd)f(^neibet;  bann  müßten 
AB  unb  AC,  weil  fie  beibe  auf  ber  ßbene  MN  fcnfrec^t  ftetjen  foUen ,  au6) 
auf  ber  Sinie  DE  fenfre(i)t  fte{)en,  wag  na<S)  ber  5p(animetrie ,  ba  atle  bret 
Sinien  in  ber  ne^mti(^en  Sbene  liegen,  unmöglich  ift. 

23emerfung.  SBenn  man  in  jwei  Derf(i)iebencn  ^^unften  einer  Sbene 
Sot^e  erri(^tet,  fo  leuchtet  jwar  fofort  ein,  ba§  biefelben  fi(^  nic^t  f(^neiben 
fönnen.  ß§  folgt  aber  t)ierau§  no(^  ni(f)t,  ba§  biefelben  parallel  finb,  ba 
für  biefen  3^^<^  ""(^  erforberlii^  ift,  bo^  fie  in  einer  Sbene  liegen. 
®a§  bie§  wir!li(^  ftattfinbet,  lel)rt  ber  folgenbe  ^^aragrap^,  in  welchem  bie 
33e^auptung  (1)  ber  23el)auptung  (2)  öorangefc^icJt  ift,  um  für  biefe  eine 
tei(^tere  S3ewei§fü^rung  §u  gewinnen.  ^ 

§.  80.    Sc^rfa^. 

1)  SBenn  won  jwei  parallelen  Sinien  bie  eine  auf  einer  Sbene  fenfrec^t 
ftel)t,  fo  ift  bie  anbere  auf  biefer  (Sbene  ebenfalls  fenfret^t. 

2)  3wei  Sinien,  welche  auf  einer  Sbene  fenfrei^t  ftel)en,  finb  parallel. 
23cwei§.     1)    2Benn   AB  ||  CD  unb  AB  1  MN  (^ig.  35)  ift,  fo  mu^ 

au(^  CD  1  MN  fein.  Um  biefeg  ju  jeigen ,  siel)e  man  bur(^  D  in  MN  eine 
wiafül)rli(^e  Sinie  DE  unb  bur^  B  mit  berfelben  eine  parallele  BF;  bonn  ift 
2Bin!el  CDE  =  ABF,  weil  iljre  ©t^enfel  parallel  laufen,  unb  ba  Sßinfet 
ABF  nai^  ber  2Sorau§fe|ung  =90^  ift,  fo  ift  folglich  au^  2Binfel  CDE  =  900, 
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olfo  CD  _L  DE.  —  ©ojyelBe  !ann  eBen  jo  ücn  jebct  anbeten  butcf)  ben  5)Sunft 
D  in  ber  (Ebene  MN  gejogenen  Sinte  ernjiejen  werben;  felglic^  i[t  CD  ein 
ßot^  auf  MN. 

2)  2öenn  AB  unb  CD  Bcibe  J.  MN  öorau§gofe^t  finb,  fo  muffen  fte 
and)  ^araüet  fein.  2)cnn  angenommen  biefeg  wäre  ni(f)t  ber  %aü,  \o  lie^e 
fid)  bo(^  bind)  ben  ^unft  D  eine  anbete  Cinie  patallet  mit  AB  5iet)en.  ®iefe 
mü^te  bann  nad^  S'Jro.  1  auf  ber  66ene  MN  ebenfaüä  fenfrec^t  ftel)en,  wag 
nad)  §.  79  unmöglicf)  ift ,  ba  CD  JL  MN  i)otausgefe|t  ift.  ©emnac^  muffen 
bie  ßtnien  AB  unb  CD  ^ataüel  fein. 

§.  81.    Mufgahe. 

Stuf  eine  ß6ene  MN  (^ig.  35)  au§  einem  aufet^tb  gegebenen  5pun!tc 
A  ein  2otl)  ju  fällen. 

Sluflöfung.  3"  ^m^T^  Beliebigen  ^^unfte  D  bet  Sbene  MN  etti(^te 
man  auf  betfelben  na(^  §.  78  ba§  8ot^  CD  unb  5ief)e  mit  biefem  but(^  ben 
g5unft  A  bie  ^Parallele  AB,  welche  md)  §.  80  auf  ber  (Sbene  MN  fenfred^t  ift. 

§.  82.    3nfa^. 

1)  9(u§  einem  fünfte  auper^alb  einet  (Ebene  lä^t  fi:^  auf  biefetbe  nur 
ein  2otl)  fällen. 

58en)eig.  eingenommen,  e§  liefen  fi(^  au§  bem  fünfte  A  (%\^.  36) 
auf  bie  (Ebene  MN  bie  beiben  Sotl)e  AB  unb  AC  fällen,  fo  wütbe,  wenn 
wir  tnxd)  biefe  beiben  ßinien  eine  Sbene  legen,  welche  bie  gegebene  (Ebene 
in  BC  burd)]c^neibet,  ein  Siteied  ABC  mit  jwei  reiften  SSinteln  B  unb  C 
entftel)en,  )xia§>  nad)  ter  Planimetrie  unmoglid;  ift. 

2)  @el)en  au§  einem  ^Punfte  au^etl)alb  einer  (Ebene  mehrere  Sinien  nad) 
betfelben,  fo  ift  bog  Sotl)  unter  allen  am  tleinften  unb  l)ci^t  bal)er  ber  '^ih- 
ftanb  beg  ^unftcg  ijon  ber  (Ebene,  unb  bie  Cinien  werben  um  fo  größer, 
je  weiter  fie  i^te  'gu§punfte  öon  bem  ^u^punfte  beg  Sotl)eg  entfetncn. 

®er  beweis  ift  berfelbe  wie  ber  beg  äi)nüd)  lautenben  ©a^eg  (§.  83) 
ber  ^Planimetrie. 

3)  ®a  Linien,  wel(^e  auf  einer  (Ebene  fentredit  flehen,  einanber  parallel 
unb  nad)  §.  20,3  parallele  Sinien  jwift^en  parallelen  ßbencn  glei(^  finb,  fo 
folgt  l)ieraug,  baß  aud)  Sotl)e  jwi)(^^en  parallelen  (Ebenen  gleid)  finb.  9J?an 
fagt  ba^er:  parallele  Sbenen  ftel)en  überall  gleid)  weit  üon  ein= 
anber  ah. 

4)  SBenn  mehrere  ^^unfte  öon  einer  ßbene  an  berfelben  ©eite  gleit^en 
Stbftanb  l)aben,  fo  liegen  biefclben  alle  in  einer  (Ebene,  \vdd)t  mit  ber  gege= 
benen  (Ebene  parallel  ift. 

®er  Seweig  ift  berfelbe  wie  i^on  bem  äljnüd)  lautenben  ©a|e  (^.  110,  3) 
bet  ^lanimettie. 

Stnm.  'äüä)  btef  tji  U\ä)t  ju  äeigen,  ba^  olfc  5ßunftc  einer  Stnic,  toel(f)c  einer 
®6ene  paraßet  ijl,  »on  ber  Sbene  gleichen  2IBjionb  IiaBen,  unb  ha^  eine  ßinic  einer  ßbene 
paraßel  ifi,  icenn  j»ei  ^Punfte  berfelBen  öon  ber  66cne  gleichen  SlBflanb  l^aBcn. 

§.  83.    gitiifgabc. 

^üxd)  eine  ßinie  AB  (%xq.  37),  weli^e  eine  (Ebene  MN  fc^neibet  ober 
betfelben  paraöel  ift,  eine  fenftei^te  ßbene  ju  legen. 
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2tuf(ofung.  2{u§  einem  beliebigen  fünfte  E  bet  Sinte  AB  fälle  mon 
auf  bie  ßBene  IVIN  ta§  ßot^  EP  unb  lege  biir(^  baffelbe  unb  bie  gegebene 
Sinie  eine  (Ebene  ABCD ,  fo  ift  biefe  auf  ber  gegebenen  Sbene  MN  fenfte(^t, 
weil  fie  hmd)  bag  Sott)  EF  gelegt  ift. 

§,  84.    3ufa^. 

®ur(^  eine  Sinte  AB  (g-ig.  37),  weld^e  einer  Sbene  MN  paxaüd  ift 
ober  bicfelbe  fc^neibet,  aber  ni(^t  auf  berfelben  fcntrec^t  fte^t,  lä^t  fic§  nur 
eine    einjige  fenfrec^te  ßbene  legen. 

33emei§.  2(ngenommen  eg  liefen  flc^  burcf)  AB  jtöei  (Sbenen  ABCD  unb 
ABGH  fentrcdjt  ju  MN  legen.  9ief)men  wir  je^t  in  AB  einen  beliebigen 
^puiift  P]  m  unb  ^ieljcn  in  ber  (Sbene  ABCD  bie  öinic  EF  fenfret^t  auf  bie 
5?ante  CD  unb  in  ber  (äbene  ABGH  bie  Sinie  EK  fenfred)t  auf  bie  £'ante 
GH ,  fo  müßten  bie  Öinicn  EF  unb  EK ,  weil  fie  in  fenfrec^ten  Ebenen  fenf; 
red)t  auf  bie  ^ante  gejogen  wären,  aud)  auf  ber  Gbene  MN  fenfredjt  ftel)u, 
wag  gegen  §.  82  ftreitct. 

31  um.  SBenn  bagcgen  bie  ^inie  AB  auf  bet  @6ene  MN  fenfrei^t  ifl,  fo  laffen 
fi(^  burc^  AB  unsii^üge  auf  MM  fcnfrc(f;te  66enen  legen,  inbem  bann  nad^  §.  70 
jebe  bur(^  AB  gelegte  (S6c«e  auf  MN  fenfrec^t  ift. 

*  §.  85.    5lwf0abc. 

S)en  fitrseften  Stbftanb  jweter  fi(^  freujenben  Öinien  AB  unb  CD  Cgig.  38) 
ju  finben. 

3luflüfung.  SOhm  jiefje  burc^  einen  beliebigen  ^unft  C  ber  ßinie  CD 
ju  AB  eine  parallele  CE  unb  lege  burd)  CD  unb  CE  eine  Sbene.  hierauf 
conftruire  man  nad)  bem  t)ort)erg.  §.  bur<^  AB  eine  Sbenc,  welche  auf  bet 
(Sbene  DCE  fenfre(^t  ftel)t  unb  biefelbe  in  ber  Sinic  FG  burd)|d)neibet.  ^ie^t 
man  nun  nod)  burc^  Den  ^un!t  H,  in  wcld;em  bie  Öinie  FG  bie  gegebene 
öinic  CD  f(^neibet,  eine  Sinie  HK  fenfred)t  auf  AB,  fo  ift  biefe  ßinie  HK 
ber  fürjefte  Slbftanb  ber  fi(^  freujenben  Sinien  AB  unb  CD. 

33eweig.  '25a  bie  Stute  AB  mit  CE  nad)  ber  Sonftritction  parallel  ift, 
fo  ift  fie  nad)  §.  8  aml)  ber  Sbene  DCE  unb  folglit^  nac^  §.  9  au^  ber 
©urc^fi-^nittglinie  FG  parallel,  ©ie  ßinie  HK,  welche  fenfredit  auf  AB  ge= 
jogen  ift,  ift  bal)er  auc^  fenfred)t  auf  ber  .<i?ante  ouf  FG  unb  folglich  and), 
ba  bie  Sbene  ABFG  auf  ber  ßbene  DCE  fenfrei^t  conftruirt  ift,  ein  Sott) 
auf  biefer  (Sbene.  2)ag  Sotf)  HK  i^  ba^er  ber  fürjefte  Slbftanb  ber  Sinie 
AB  wn  ber  (Sbene  DCE  unb  folglid)  auc^  ber  türjefte  Stbftanb  ber  Sinie 
AB  t)on  ber  Sinie  CD,  weldie  ganj  in  biefer  (Sbene  liegt. 

B.    2Son  bcm  ;^um  %la^tntt>infü  gehörigen  ßimenwittfcl. 

23emer!ung.  ®ie  am  Stnfange  bicfc§  21bfc§nittc§  aufgefül)rten  ^aupts 
lel)Yiä(5e,  weld)c  un§  bie  902ittel  jur  Sluflöjung  einer  9teil)e  wid)tiger  Slufgaben 
bargeboten  t)aben,  fincen  eine  weitere  nü^lid^e  21nwenbung,  inbem  fie"  un§ 
in  ben  @tanb  fe^on,  bie  91u§meffung  be§  gläd;enwinfelg  auf  bie  be§  Sinien^ 
winfelä  surüdjufüljren. 

2Bie  wir  oben  gefe^en  l)aben,  entfte^t  ein  gläi^enwinfel,  wenn  man  ben 
einen  ©i^enfcl  fo  lange  um  bie  l^ante  brel)t,  bi§  er  in  bie  Sage  bc§  anbern 
8d)enfelg  fommt.  Sin  willfül)r(id)  in  bem  erftern  angenommenen  gJunft  be= 
fc^reibt  bü  ber  Umbrel)uug  einen  5?rei§bogen,  wetdjer  eine  au§  biefcm  fünfte 
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auf  bte  ^ante  fenfre(^t  gezogene  öinie  jum  9?abtu§  ^at.  ®ieje  ©entrechte 
]dh\t  ahex  UidjxeiU,  (locnn  mir  ung  biefelBe  über  ben  gegebenen  ^imft  f)tn= 
au§  in§  Unenblit^e  tjerlängert  benfen,)  ben  511  bem  23ogen  gehörigen  ßentri= 
xoinUl.  3Der  ^^läi^eniDinfel,  ber  23ogen  unE>  ber  juleljt  ermähnte  ginienwinfet 
nehmen,  im  Ui6)t  511  fe^en,  bei  ber  ©re^ung  in  gteicfiem  3Serbältni[fe  ju. 
©iefer  3ui«"inie"^<^ng  jwifdien  bem  ^-(äd^enininfel  unb  bem  ange[ü()rten  Cinien- 
winjel  fü^rt  511  ber  fotgcnben  23egriffgbeftimmung. 

§.  86.    (grfläruttö. 

2Benn  man  in  ben  @c^cnfe(n  eineg  g(ä(^enwinfel§  ADEC  (^ig.  39)  in 
bem  ne^müc^en  ^^unfte  ß  ber  ^ante  DE  jttjei  ju  biefer  ienfre(^te  Sinien 
AB  unb  BC  §ief)t,  ]o  )(^lie§en  biej'e  an  ber  ne^mlic^en  «Seite,  an  tt)e((^er  ber 
(^(äc^ennjinfel  liegt  *J,  einen  ßiniemüinfel  ABC  ein,  welcfier  ber  ju  bem  ^(äc^en- 
teinfel  ADEC  gehörige  Sinieniüinfel  ober  aiiä)  ber  9Jeigung§tt)infeI 
ber  einen  (Sbene  ADE  gegen  bie  anbere  CDE  genannt  t»irb. 

§.  87.    3uffl^. 

1)  35a  SBinfel  mit  parallelen  ®(f)enfe(n  g(ei{^  [tnb,  fo  ift  e§  einerlei, 
öon  welchem  fünfte  ber  ^ante  au§  bie  ju  berfelben  fen!red)ten  öinien  in  ben 
©cf)enfeln  be§  (5^ä'^)S"tt5infelc  gejogen  toerben.  ©er  üon  biefen  Sinien  ein= 
ge)(^(oi'fene  ßinicuminfel  erhält  aüemat  bie  ne^mlic^e  ©rö^e. 

2)  ®ie  £ante  DE  be§  ^läc^enminfelä  ADEC  ßuy  39)  i[t  nac^  §.  68 
auf  ber  ßbene  beg  8inientüinfe(§  ABC  jentredjt,  ba  fie  nac^  ber  3Sorausfe|ung 
auf  ben  fii^  fc^neibenben  ßinien  AB  unb  BC  fenfrec^t  fte^t,  unb  umgefe^rt 

3)  jebe  jur  Äante  fenfrei^te  Sbene  ift  bie  ßbene  be§  Sinienminfclg. 

§.  88.    Ccfjrfa^. 

1)  SBenn  jwei  <^täc^enwinfcl  ADCE  unb  FKLH  (^ig.  39),  einanber 
gtei(^  fmb,  fo  finb  an6)  i^re  ßiniemwinfel  ABC  unb  FGH  glei(f). 

33ett)ei§.  2)ie  förperlii^en  ©reietfe  BAEC  unb  GFLH  ftimmen  in  jwei 
(Seiten  unb  bem  eingef^loffenen  2Binfel  (ABE  =  FGL  =  90°,  CBE  =  HGL 
=  90'^  unb  g(ä(^enwinfe(  ABEC  =  FGLH  na(^  ber  2Sorau§)e|ung)  überein; 
folglich  ift  au(^  bie  britte  Seite  ABC  =  FGH. 

2)  ^wd  g(äc()enwinfel  ADEC  unb  FKLH  finb  glet(^,  tt»enn  i§re  Simen= 
winfel  ABC  unb  FGH  a(§  gtei(^  üorau§gefe|t  finb. 

23etwei§.  S)ie  förperlic^en  QDreietfe  BAEC  unb  GFLH  ftimmen  in  allen 
brei  <Biitm  überein,  (ABE  =  FGL  =  90'^,  CBE  =  HGL  =  90*^  unb  ABC  = 
FGH  rtorauSgefelt),  fotg(i(^  ift  an<S)  ^läi^enwinfel  ABEC  =  FGLH. 

3)  §la(^enn)infei  oerbalten  fii^  ju  einanber  wie  bie  zugehörigen  Simen; 
toinfel. 

33  enteis.  3)?an  beftimme  juerft  ba§  3Serl)dltni^  ber  ßiniennjinf el ;  — 
angenommen  eg  »erl^alte  fi(^  f^ig.  40)  Sinienwinfel  ABC  :  FGH  =  3:2,  fo 
gibt  e§  einen  britten  2Binfel,  «jeli^er  in  ABC  breimal  unb  in  FGH  jttjeimal 
entl)alten  ift.     3)iefen  SBinfet   trage   man  auf  ABC   breimal  unb   auf  FGH 

*)  ®ic  Sinten  AB  unb  AC  jc^Uepcn  eScn  fo  wo^I  einen  f)o[)ten,  ali  auc^  einen 
erhabenen  Siuienroinfel,  unb  bie  (S6enen  ADE  unb  CDE  fc^Iiepen  einen  ^of)[en  unb  einen 
cr[)a6enen  gläc^cmninfet  ein.  a3on  biefen  i'inien=  unb  giäcftenwinfetn  gcfjört  ber  f}o§(e 
ßiniennjinfel  jum  ^ofilen  g(ä(^emoinfel  unb  ber  erratene  Siiiniennjinfel  jum  erhobenen 
gläc^entoinfel. 
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jtDetmal  auf  unb  lege  bur(^  bie  Tanten  iinb  burc^  bte  3:^eilung§tinten  ßSenen/ 
fo  t^eiten  biefe  ben  §lö(f)cnn3infet  ADEC  in  bret  unb  FKLH  in  jwoi  gleid^e 
Steile;  unb  e§  »ert)ält  [icf)  fofglic^  §(äc^entt)infel  ADEC  .  FKLH  =  3  :  2. 
®a  nun  au(^  natS)  ber  Stnna^me  ßinieniüinfel  ABC:FGH  =  3:2  war,  jo 
öerf)alten  fi(^  fo(glt(^  bie  ^-lörfienwinfel  gerabe  wie  bie  jugeljijrigen  öinienwinfel. 
21  nm.  SBitt  man  bem  torfte^enben  SSeiüeife  babur(^  "i^ai  %n\d)m  gvö|erer 
aUgemein^ctt  getcn,  ba^  man  ftatt  ber  fcefttmmten  ^^f^'cn  3  unb  2  unfccftimmte 
3eic§cn  m  unb  n  fc^t,  fo  n)irb  man  bo*  im  Ucfcrigen  ben  obigen  33e^üeiä  Buc^s 
jtaSü^  BetBe^atten  fonncn.  —  2lu§etbem  »üirb  man  aud)  nod)  fcalb  bie  Uebereins 
[timmung  beä  oSigcn  SBeiceifeÄ  mit  ben  SScnjeifen  ber  §§.  181 ,  205  unb  222 
in  ber  '^ranimetrie  bcmcrft  Traten  unb  eben  fo  ofine  ©d)toievigfeit  im  ©tanbe  fein, 
bog  in  ber  9lnmerfung  ju  §.  181  über  bie  93ergtei(^ung  irrationaler  SSer^ältniffe 
©efagte  auf  ben  »ortiegcnben  gall  ju  übertragen. 

§.  89.    3ufa^. 

®a  ft(^  na(^  §.  3G  fp^ärifi^e  Sintcl  wie  bie  sugct)örigen  §lä(^emwinfet 
unb  nai^  bem  üorl^erg.  §.  biefe  wie  bie  5ugeI)origen  öinienwinfcl  werl)alten, 
jo  toet^alten  fi(^  foigttd;  au(^  bie  fp()ärt)(f)en  2Binte(  wie  bie  Sinienwinfol. 

§.  90.    3ufn^. 

1)  3"  ßi"^"^  reiften  'gläd^enwinfel  gel)ört  au(^  ein  re(^ter  öinicnwinfel. 
58eweig.     ®enn   wenn  ber  'glädjenwinfel  Ecdb  (^iq.  44)   ein   rechter, 

alfo  feinem  9?ei)enp(^enwinfel  Ecda  gtei(^  ift,  fo  mu^  ju  ^olge  §.  87,  1 
and)  ber  ßinienwinfel  Eeb  bem  Öinienwtnfel  Eea  g(eid)  unb  folglich  ein 
rechter  fein. 

2)  2)0  ferner  ju  einem  rechten  fpl)ärifc^en  Sßinfet  nat^  §.  40  auc^  ein 
re(^ter  gla(^enwinfel  gc()ört,  fo  §ot  auc^  ber  rechte  f^()ärifd)e  SBinfet  allemal 
einen  rechten  Sinienwinfel. 

3)  9Jennt  man  ben  90ften  St[)eil  eineS  rechten  fp^ärifi^en  ober  ^•lä(^enwin= 
feig  einen  @rab,  ben  GOftcn  S£{)eil  eine  30?inute  u.  f.  w.,  fo  t)at  ber  f^3f)ä= 
rif(^e  ober  ber  gläd^enwtnfcl  allemal  eben  fo  üiel  ®rabe,  ?02inutcn  u.  f.  w. 
al§  ber  5ugel)örige  Sinienwinfel. 

21  nm.  6^  folgt  aber  l;ierau§,  Da^  in  ber  ^iec^nung,  in  loeM^er  niemals  bie 
©röfen  felbft,  lonbern  nur  ifjre  90?aa§ja^len  in  2tnh3enbung  fommen,  [ii^  bie  f)36ä= 
rifc^cn  2Btn!el  unb  bie  gtäd^ennsinfel  mit  i^ren  öintenttjtnfcin  öertaufc^en  laffen. 

§.  91.    3ufa^. 

ÜBenn  in  einem  f^l)ärif(^en  ©reiede  ABC  (gig.  25)  jwei  ©eilen  AB 
unb  AC  Duabranten  finb,  fo  hat  bie  britte  Seite  BC  mit  bem  i^r  gegenüber^ 
liegenben  fpprifc^en  SBintel  BAC  gleich  üiel  @rabe. 

23ewei§.  S)enn  wenn  wir  ben  9)Zittelpunft  ber  ^ugelp(^e  M  mit  A,  B 
unb  C  oerbinben,  fo  ift  nai^  ber  3Sorau§fe^ung  ßinienwinfel  AMB  =  AMC 
=  90^,  folglich  ift  ber  jum  Sogen  BC  geijörige  Sentriwinfel  BMC  jugleic^ 
ber  jum  fpl)ärif(^en  SBinfel  BAC  gehörige  Sinienwinfel,  unb  e8  ^at  ba^er  ber 
f^^ärifc^e  SBinfet  BAC  eben  fo  öiel  ©rabe  al§  ber  23ogen  BC. 

*§.  92.    Sel^rfa^. 

1)  ®er  ju  einem  glfi(^enwinfel  ABCD  (gig.  41)  get)örige  Öinienwinfel 
wirb  au(^  ri<^tig  erl)alten,  wenn  man  auS  einem  beliebigen  fünfte  A  in  bem 
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einen  ©cfienfet  ein  8ot^  AD  auf  ben  anbern  ©(^enfet  unb  aug  bemjelBen 
^mfk  A  ein  8ot^  AE  auf  bie  ^ante  BC  §ie^t  unb  but(^  fceibe  8ot£)e  eine 
(ikne  legt;  ber  fo  entftanbene  Sinicnwinfel  AED  ift  ber  jum  'g(o(f;eniDiniel 
ABCD  gel)örige  ßiniemttinfel. 

23emei8.  ®enn  wenn  man  in  ber  ewetterten  66ene  AED  bie  ßinie 
EF  II  AD  5iel)t,  fo  ift  EF  fenfre(^t  auf  ber  (Ebene  BCD,  wxi  AD  fen!re(^t 
auf  biefer  ©kne  conftruirt  ift.  2)emnac^  ift  SBinfet  FEC  =  90''.  gerner 
ift  aud)  SBinfel  AEC  =  90'^  nac^  ber  ßonftruction;  folglich  ift  bie  ßinie 
CE  1  EF  unb  EA  unb  alfo  au(^  fentre(f)t  auf  ber  ßbene  FED.  ®a^er  ift 
bie  ßSene  FED  bie  ©bene  be§  ÖinicntttinfelS,  \ml  fie  fenfre(f)t  auf  ber  ^ante 
BC  ftef)t. 

2)  ©er  jum  'gtä(^enn)in!el  ABCD  geijörigc  Sinienioinfel  wirb  ferner  xi6)= 
ttg  ermatten,  wenn  man  au§  einem  fünfte  A  in  bem  einen  @(^enfet  ein  ßotf) 
AD  auf  ben  anbern  ©i^enfel  unb  au§  bem  'gu^^junfte  D  ein  ßotf;  DE  auf 
bie  Äante  BC  jicl)t  unb  bur(^  biefe  Beiben  Sot^e  eine  ßSene  legt.  ®er  fo 
entftanbene  SinienwinCet  AED  ift  ber  jum  gtäi^enwinfet  ABCD  gehörige 
Sinienwinfel. 

23 e weis.  ®enn  wenn  man  wieber  EF  ||  AD  jie^t,  fo  ift,  au§  glei(^n 
©rünben  wie  in  5Wro.  1,  2ßinte(  CEF  =  90",  unb  ba  auc^  SBinfel  CED  = 
90'^  nac^  ber  ßonftruction  ift,  fo  ift  wieber  CE  "fen!re(^t  auf  ber  (Sbene  FED 
unb  folglich  Sinienwinfcl  AED  ber  jum  g{ä(^enwinfel  ABCD  gefjörige  ßinienwinfet. 

*§.  93.    3ufo^. 

2Benn  jwei  Ebenen  ABC  unb  BCD  (gig.  41)  mit  einanber  fc^iefe  ^^{0= 
(f)enwinfel  bitben  unb  man  fätit  au§  einem  fünfte  A  in  ber  einen  ßbene  ein 
8ot^  AD  auf  bie  anbere  Sbene,  fo  fäüt  biefeg  aüemal  auf  bie  ©eite  be§ 
f)5i^en  g-läi^cnwinfelS. 

23e\üci§.  ®enn  wenn  man  au§  A  eine  Sini'e  AE  JL  BC  5iel)t  unb  bur(^ 
AD  unb  AE  eine  Sbene  legt,  fo  ift  na6)  '?flto.  1  beä  üor^erge^enben  §. 
Cinienwinfel  AED  ber  jum  'Jläd^enwinfet  ABCD  gef)orige  Sinienwinfel,  unb 
ba  Sinienwinfel  AED  ein  fpi^er  ift,  weil  er  in  bem  ret^twinfligen  ©retecEe 
AED  an  ber  §^^otenufe  liegt,  fo  ift  fo(gti(^  an<S)  ber  g(ö(^enwin!el  ABCD 
ein  f))i|er. 

*§.  94.    Sc^rfa^. 

2Benn  man  au§  einem  5]ßunftc  innerf)atb  eine§  för^erli(^en  ©reiedfg  ßotl^e 
auf  bie  brei  (Seiten  fällt,  fo  wirb  burd)  biefe  8otf)e  ein  neue§  ©reicd  beflimmt, 
beffen  ©eiten  unb  S&infcl  bie  3Bintel  unb  «Seiten  be§  gegebenen  S)reied»  ju 
180'^  ergänzen . 

23ewei§.  ®a§  ®reied  fei  ABCD  (gig.  42),  ber  inner()atb  angenom= 
mejie  giunft  E,  bie  Sot^e  EF,  EG,  EH  unb  ba§  neue  ©reicd  alfo  EFGH. 
—  ®a  bie  Sbene  EHDF  bur(^  bie  Sot^e  EH  unb  EF  ge^t,  fo  ift  fie  auf 
ben  (Sbenen  BAD  unb  CAD  fenfrc&t,  be§f)alb  HDF  ber  jum  g-(ä(^enwinfet 
(AD)  gel)5rige  Sinienwinfet,  unb  ba  im  93ierede  EHDF  bie  2Sinfel  bei  F 
unb  H  rcdjte  finb,  fo  ift  Sinienwintet  HEF  +  HDF  =  180*^,  alfo  au(^  ßinten= 
winfel  HEF  -f-  g(ä(^enwin!el  (AD)  =  180°*). 

*)  3n  biefen  9(u§brücfen  f;at  man  fiil)  mtüxM)  \tatt  Der  ©r6§cn  t^rc  na*  ©raben 
au^gcbrücften  Qai)Un\viexti)i  gcfc'gt  ju  benfeii. 
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®ben  fo  ift: 

Öinieniüinfel  GEF  +  ^lciä)imxntd  (AC)  =  180" 
unb  ^  GEH  +  =  (AB)  =  ISO». 

gerner  ifi  offenbar  ßinienwinfet  CFD  ber  jum  ^^IM^enroinfel  (EF)  ge- 
hörige ßinienwinfel ,  unb  ba  im  3Sicrerfe  ACFD  Bei  C  unb  D  rechte  SBinfel 
finb,  Cinicntüinfel  CAD  +  CFD  =  ISQO,  folglich 

anä)  ßinienttjinfel  CAD  +  gläc^entrinfel  (EF)  =  180<^; 

eien  jo  ift  *  BAD  +  =  (EH)  =  ISO^ 

unb  =  BAC  +  =  (EG)  =  ISO^*. 

2[nm.  2Kan  Ijat  um  größerer  (Sinfa(£}f)eit  iviüen  bte  gtgur  fo  cnhüorfen,  ba^ 
bet  5punft  A  auä)  innevl}alb  bcs  ©veied^  EFGH  fcittt.  ©inb  bie  2Binfet  beg  gegetcnen 
S)rete(fä  alle  f^i^,  fo  fann  !ein  anberer  %aü  eintreten,  wie  man  aucf)  immer  ben  ^ßunft 
(innerhalb  bcg  ©reieifö  ABCD)  n?a6Ien  mag.  jDiefe  2Bar)(  ift  jeboc^  nidjt  mdjx  gleic^= 
gültig ,  toenn  ba§  gegebene  ©rciecf  auc^  einen  ober  mehrere  ftum^fc  SBinfel  enthält ,  in; 
bem  bann  ber  $unft  A  audi  auper[)alb  be?  ©reiecfe  EFGH  ober  in  eine  ©ctte  bcffelben. 
faQcn  fann.  Gä  ift  tnbe§  boc^  allemat  moglid),  ben  $unft  E  fo  anjunel^men,  ba^  A  in 
baä  2)reic(f  EFGH  ^hineinfällt.  Senn  ivcnn  man  ben  finienivinfcf  CAD  burc^  trgenb 
eine  Sinie  AF  in  jn^ei  fpi^^e  2[BinfcI  tf)eift  unb  iuxä)  einen  Beliebigen  ^^unft  F  biefer 
?inie  j^uei  GBcncn  EGCF  unb  EHDF  fenfrecbt  auf  AC  unb  AD  legt,  fo  liegt  offenbar 
A  5n)ifAen  ben  ©c^enfcln  beä  botjten  (5Iii'^<'"^i-''i"f^Iö  (EF).  SE^eilt  man  nun  audi  ben 
Jinientninfel  B.\D  burd)  irgenb  eine  Jinie  AU  in  jttiei  f^5i^e  SBinfcI,  unb  legt  burcfe  ben 
^unft  H,  'n  weW;em  bie  ?inie  AH  bie  ßinie  HD  fd^neibet,  eine  Gbene  fcnfred;t  auf  AB, 
fo  liegt  A  älüifdien  ben  ©Aenfcln  beS  booten  gtädtemrinfcIS  (EH).  5Da  nun  ber 
^unft  A  innerfialb  ber  beiben  glacBenininfel  (EF)  unb  (EH)  liegt,  fo  mu^  er  offenbar 
inner'^alb  beg  ©rcied^  EFGH  liegen. 

*§.  95.    erflärung. 

3wei  ®reic(!e ,  in  benen  bie  (Seiten  be§  einen  bie  2Bin!et  beg  anbern 
unb  bie  SBinfet  be8  einen  bie  (Seiten  be§  anbern  ju  180*^  ergänjen,  f)ei§en 
(Srgänjunggbreierfe. 

21  nm.  ®ag  ©rgänjungäbrcierf  ivirb  auä)  ermatten,  irenn  man  in  ber  G^i^c  cine§ 
gegebenen  Sreierf§  auf  ben  brei  gegebenen  ©eiten  beffcfben  Sct^c  erntetet.  Siefe  Gon^ 
ftructionSweifc  tjl  einfacher,  aU  bie  oben  angegebene;  fie  lä^t  ficb  aber  trcniger  leicht 
burd»  eine  3ei*nung  »eranfd^aund^en. 

SKan  :pffegt  in  ben  ?ebrbüdicrn  ber  ©tereomctrie  ba»  GrgänjungSbrcied  ju  benutzen, 
um  aug  ben  (vongrucn-^fägien  ber  §§.  57  unb  59  bie  ber  §§.  58  unb  60,  ferner  au§ 
§.  45  bie  9Jid)tigfeit  be§  §.  54  l^erjuleiten.  2Bir  baben  jebod)  oben  gefe^^en,  une  auii 
o^m  biefes  2(u»funftomittel  bie  3^etoeife  ber  betreffenben  ©a|e  gewonnen  icerben  fijnnen. 
SSon  ber  größten  SBic^tigfeit  ifi  bagegen  bas  ©rganjungäbreietf  für  bie  (Sntiöicflung  ber 
gormctn  ber  f:pbärifdien  S:rtgDnometrie. 

D.    Son  ^rojcctionen. 

33emerfurig.  S)ie  nun  noc6  fulgenben  (Säl^e  biefe§  2t6f(f)nitt§  ent[)alten 
Stntuenbungen  ber  ju  2tnfang  aufgefü()vten  ^au^tfä^e,  ujelc^e  6efonber§  für 
bag  3^i<i)"en  t5rper[i(^er  ©egenftänbe  i^on  SSic^tigfeit  finb. 

§.  96.    ^vnävunq. 

Siegt  ein  ^uuft  ou^er{)aUi  einer  Gßene,  unb  jicl)t  man  au§  bem  5piinfte 
ein  Sotl;  auf  bie  ©6ene,  fo  ^ei^t  ber  gu^^unft  be§  8üt{)e§  bie  g5rojection 
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be8  gegebenen  ^unftei  auf  bie  gegebene  Sbene.  ©tefe  Sbene  wirb  aui^  bte 
5}3rojection8=  ober  ©runbebene  unb  ba§  Cot^  bie  ptojtcirenbe  öinie 
genonnt. 

©enft  man  ft(^  jammtlic^e  ^^unfte  einet  beliebigen  (geraben  ober  frummen, 
fcegrenjten  ober  unbegrenjten)  Sinie  auf  bie  ©runbcbene  ^rojicirt,  fo  njitb 
bur(f)  bie  ^rojectionen  berfelben  (im  Mgemeinen)  n)ieber  eine  ^ufammen^äns 
genbe  Sinie  beftimmt,  iwelt^e  bie  Sßrojection  ber  gegebenen  ßinie  ^ei§t.  2)ie 
ebene  ober  frumme  ^iäc^e,  in  welcher  fämmtlic^e  ^rojicirenbe  ßinien  liegen, 
{)eipt  bie  ^rojicirenbe  Sbene  ober  'gtäc^e  *). 

^rojicirt  man  ferner  alle  ©renken  einer  gerablinigen  ober  frummlinigen 
§igur  auf  bie  ©runbebene,  fo  fdjliepen  bie  ^rojectionen  biefer  ©rcnjen  (im 
Stügemeinen)  ebenfalls  eine  §igur  ein,  ttje((f)e  bie  ^rojection  ber  gegebenen 
j^igur  genannt  n^irb. 

©ie  Sinie,  in  ire((^er  eine  ebene  ober  frumme  'gläc^e  bie  ©runbebene 
fc^neibet,  ^eipt  ©runbf(^nitt. 

§.  97.    3ufa^. 

1)  2tt§  ^rojection  eine§  5punfte§  in  ber  ©runbebene  ift  biefer  ^unft  felbft 
anjufe^en.  —  2Ief)nlid;e§  gilt  uon  einer  Öinie  ober  ^5^9"^^  "^  ^^'^  ©runbebene. 

2)  ©te^t  eine  gerabe  Öinie  auf  ber  ©runbebene  fenfredjt,  fo  ift  if)rc 
5Projection  ein  ^punft,  ne^mlirf;  ber  ©urdjfdmittspunft  ber  Sinie  mit  ber 
©runbebene.  —  3fl  aber  bie  gerabe  Cinie  nic^t  fenfred)t  auf  ber  ©runbebene, 
fo  ift  i§re  ^rojection  |ebcnfa[I§  eine  gerabe  Sinie,  unb  bie  :projicirenbe  §lä(J)e 
ift  eine  (Sbene,  loeld^e  auf  ber  ©runbebene  fenfredit  fte^t. 

3)  ®ie  ^rojcction  einer  frummen  ?inie  ift  im  Sldgemeinen  njieber  eine 
frumme  öitüe;  fie  toirb  eine  gerabe  Sinie,  loenn  bie  gegebene  frumme  Sinie 
ganj  in  einer  auf  ber  ©runbebene  fenfrec^ten  (äbene  liegt. 

Semeiö  5u  (2).  2)ie  prcjicirenben  Sinien  ber  einjelnen  ?|Sunfte  ber 
Sinie  AB  (j^ig.  43}  finb  parallel  unb  liegen  ba^er  fämmtli(^  in  ber  bur(^ 
AB  unb  eine  oon  if)nen  gelegten  (Sbene.  ®ie  i|3rojectionejIä(^e  ift  folglich  eine 
ßbene,  bie  nat^  §.  70  auf  ber  ©runbebene  fenfrecfit  fte^t,  unb  bie  ißrojectionen 
ber  einjelnen  fünfte  liegen  im  3)urcf)f(^nitte  ab  biefer  Sbene  mit  ber  ©runb- 
ebene, alfc  in  einer  geraben  Sinie. 

§.  98.    3ufa^. 

1)  Saufen  §tt)ei  Sinien,  (bie  mä)t  fenfrec^t  auf  ber  ©runbebene  fteljen,) 
^jarallel,  fo  finb  au(^  i^re  projicirenDen  Sbenen,  unb  folglich  au6)  il)re  ^^ro= 
jectionen  parallel. 

2)  ®d)neiben  fi(^  jtoei  Sinien,  fo  treffen  au(^  i^re  ^rojectionen  in  einem 
fünfte  jufammen,  weither  bie  5|3rojection  be§  ®urd}fc§nitt§punfteg  ber  gege= 
benen  Sinien  ift. 

S3etv)eig.  1)  ©ie  gegebenen  parallelen  feien  AB  unb  CD  (^ig.  43), 
i§re  ^rojectionen  ab  unb  cd.  3)Zan  iüä§le  in  jeber  ber  gegebenen  Sinien 
einen  beliebigen  ^^unft  E  unö  F  unb  jie^e  bie  projicirenben  Sinien  Ee  unb 
Ff,  it)eld)e  al§  Sotl;e  auf  ber  ©runbebene  parallel  finb.  Sa  nun  aber  m<S) 
ber  SSorausfe^ung  au^  AB  unb  CD  parallel  finb,  fo  ift  folglid}  (naä)  §.  17) 

*j  ®erglei(^en  frumme  %ladji\  nennt  man  auä)  StjUnberfläc^en  (.1'"  »eiteren 
©inne}. 
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66ene   ABba  |I  CDdc  unb  ba"^er  a\\^    bie  ®ur(^fd;nttt§Iinie   ober  5pro|ecttcn 
ab  II  cd  (§.   16). 

2)  2Benn  \iä)  bie  gegebenen  ßinien  AB  unb  CD  (j^ig.  -44)  im  ?punttc 
E  bur(^f(^neiben ,  jo  f(^neiben  fic^  bie  ^rojicirenben  Sbenen  in  einer  Sinte 
Ee,  Vüel(^e  al§  ®ur(^j(^nitt§tinie  jweier  jenfrecfiten  (Sbenen  (na^  §.  72)  ein 
Sot^  auf  ber  ©runbebene  ift;  bemna(^  i[t  ber  2)urd)|(^nitt§^unft  e  ber  beiben 
^rojectionen  ab  unb  cd  bie  ^rojection  be§  S)ur(^j(^nittgpunfte§  E  bet  gegebenen 
ßinien  AB  unb  CD. 

§.  99.    (giHärung. 

S)er  Sßinfel,  wd^m  eine  fi^icfe  ßinie  mit  i§rer  ^tojection  auf  eine 
gegebene  (gbene  (©runbebene)  bilbet,  l^ei^t  ber  S^eigungSwinfet  ber  ßinie 
gegen  bie  (Sbeue. 

§.  100.    fic^rfa^. 

1)  ®er  9?eigung§trintel  ABC  (j^ig.  45)  ift  ber  üeinfte,  ttjelc^en  eine 
ft^iefe  Sinie  AB  mit  Sinien  burd)  il)ren  'g-u^punft  B  in  ber  Sbene  gebogen  bilbet. 

2)  ®ie|e  SBinfel  ABD,  ABE  u.  f.  w.  luerben  um  fo  größer,  je  mel^r 
bie  betreffenben  Sinien  BD,  BE  u.  f.  w.  toon  ber  ^rojection  BC  ber  fi^iefcn 
ginie  AB  abtvei(f)en. 

33eiDei§.  1)  ^n  bem  förperM)en  S)rciede  BACD  ift  nai^  ber  SSoroug^ 
fe^ung  ber  j^täc^cnnjinfet  ABCD  ein  rcditer  unb  ©eite  ABC  <  90^,  fotgtid) 
ift  nad)  §.  66  au(^  ber  ber  6at()cte  ABC  gegenübcrUegenbe  g-lcic^enannfcl 
ABDC  <  90^.  ®a  aber  in  jebem  förpcrlidjen  ©reicde  bem  fleinern  äBinfct 
(ABDC  <  ABCD)  aü<S)  eine  tieinere  ©eite  gegenüberliegt,  fo  ift  Öinienwinfel 
ABC  <  ABD. 

2)  ^atü)  %.  66  ift  anä)  g-Iä^enwinfel  ABED  ein  fpi^er  unb  folglich, 
ba  i^Iä(^eniüintet  ABDE  ein  ftumpfcr  ift,  in  bem  tör^jerlic^en  ©reietfe  BADE 
©eite  ABE  >  ABD. 

Stnm.     9Iu(^  folgenbe  ©a|e  ftnb  leicht  ju  eri»etfen: 

1)  SBenn  burtf)  ben  gu^^unft  einer  fd)iefen  l'inie  ^wet  Stnicn  ju  Beiben  (Seiten  ber 
^Projection  fo  gebogen  [inb,  baf  [te  üon  biefer  um  gleidjc  2Binfet  a6l»eid;en,  fo  Btlbcl: 
aixä)  bie  fc^iefc  Sinie  mit  bcnfelfeen  gteicfie  SBinfel. 

2)  (Sine  f(f}iefe  ßinie  fann  niemalä  mit  brct  burd^  i^ren  guf^un!t  in  ber  @6ene  gc^ 
jogenen  Sinicn  gleiche  SJSinfet  6i(ben. 

3}  @inc  ßinie  ift  bar^er  notf)»enbig  auf  einer  SBene  fenfred^t,  iDenn  fie  mit  brei 
iuxä)  i^ren  gu^^junft  in  ber  (SBene  gezogenen  Sinien  gleiche  SBinfet  Bttbet. 

§.  101.   3«frt^. 

1)  3tt5si  ^jaradete  Sinien  AB  unb  CD  (g-ig.  46)  ftnb  gegen  eine  f{^nei= 
benbe  Sbene  gleid^  geneigt. 

S3ett)eig.  ®enn  nad)  §.  98,  1  finb  bie  ^rofectionen  BE  unb  DF  parallel 
unb  bal)er  au<S)  na-i)  §.15  bie  9?eigung§iüin!el  ABE  unb  CDF  einanber  glei(^. 

2)  ®ine  fc^iefe  Öinie  ift  gegen  ^wei  fd)neibenbe  parallele  Ebenen  gteicb 
geneigt. 

5Ben)ei§.  SBirb  bur(^  bie  f(^iefe  ßinie  AB  (^ig.  47)  eine  auf  MN  fenf= 
rechte  ßbene  gelegt,  fo  mu^  biefe  ©bene  anä)  auf  ber  parallelen  Sbcne  FQ 
(nac^  §.  29)  fenfre(^t  ftel;en;  bemnad)  finb  ABD  unb  ACE  bie  5y?eigungg= 
Vüinfel  ber  fd)iefen  Sinie  gegen  bie  parallelen  (Sbenen  MN  unb  PQ,  unb  biefe 
SBinfel  finb  gleich,  "üa  (nadj  §.  16)  BD  ||  CE  ift. 

3* 
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21  nm.    S[u(^  folgcnbc  ©S|c  finb  nt^t  f(^toer  ju  crtoetjcn: 

1)  Qwä  f(^iefe  ßinien  ftnb  ^axauil,  toenn  tf)re  ^ßtojccttoncn  ^sarattet  laufen,  unb 
Jücnn  jte  mit  biefen  nac^  bcrfeI6en  ©cite  ^tn  gteicfye  2Bin!el  itibcn. 

2)  3^)61  66enen  [inb  ^saraEcI,  wenn  bie  ^Projcctionen  einer  fÄicfcn  8inie  auf  bte 
Beiben  (Sbencn  :|3araCeI  taufen.  —  (dagegen  [inb  jtcei  SBenen  ni(^t  not^toenbig  ^araEel, 
uicnn  aucC}  gegen  Bcibc  eine  fi^iefe  Stntc  gletc^  geneigt  ift.) 

*§.  102.    (grflärung. 

2ßenn  eine  f(^tefe  (Sfcene  GHBC  (gig.  41)  bie  ©runbefcene  j(^netbet,  unb 
man  benft  fi(^  bie  jc6iefe  S6ene  bur(^  eine  mit  bem  ®runbf(^nitte  BC  iparaüele 
fiinie  GH  iegtenst,  fo  I)ei§t  ber  fenftec^te  Stfcftanb  AE  ber  parallelen  Orenj^ 
linie  vom  @rmibf(^nitte  bie  Sänge,  ber  fenfre(^te  2t6ftanb  AD  biefer  Sinie 
(GH)  üon  ber  Orunbebene  bie  .§  ö  1)  e  unb  bie  ^rojection  ED  ber  Sänge  AE, 
auf  bie  ©runbefcene  bie  ©runb linie  ober  23aj,i§  ber  f(^iefen  (Sbene. 

*§.  103.    3«fa^. 

9J?an  fief)t  ^ierauS,  ba^  bie  ßänge  einer  f(^iefen  Sfcene  eine  bur(^au§ 
wiUfürlidje  ©rö^e  ift,  inbcm  man  a(§  folc^c  jebe  6eliefcige  in  berfelben  auf 
bie  Äante  fenfrec^t  gezogene  Öinie  annel)men  fann.  3ft  aber  bie  Sänge  einer 
gegebenen  6bene  einmal  feftgeftetit,  fo  ift  l)icrbur(^  aud)  il)re  Jpö^e  unb  23afi§ 
beftimmt.  ßben  \C)  ift  Iei(^t  ju  fel)cn,  ba^  bei  berfelben  (Ebene,  wie  man 
au(^  immer  if)re  Sänge  annel)men  mag,  bo(^  jwifi^en  Sänge,  23afi§  unb  .§o^e 
ftetg  biefelbcn  2Serl)ä(tniife  ftattfinben.  —  ©affetbe  gilt  ßon  jwei  Sbenen, 
ivet<^e  mit  ber  ©runbebene  gleiche  SEinfel  bilben. 

Stnm.  3)er  mit  ber  ^Erigonometrie  Befannte  ?efer  inei^,  baf  inSBefonbere  iaS  3Ser= 
Iialtni^  ber  §D^e  jur  gange  ber  ©inu§  unb  baS  SSerfiältnif  ber  Safte  jur  Sänge  ber 
6ofinu§  be§  f:pi|en  2Binfel§  genannt  ivirb ,  unter  ivetc^em  bie  f(^iefe  (SBene  bie  Orunb; 
eBene  ftfineibet. 

*§.  104.    Scljrfa^. 

9Benn  in  einer  f(^iefen  ßbenc  ein  ®rcic(f  gejcii^net  ift,  unb  man.  projicirt 
baffelbe  auf  bie  ©runbebene,  fo  verhält  \\ä)  ber  ^nfialt  be§  gegebenen  ®ret= 
e(!§  jum  '^nf)ait  feiner  ^rojcction,  wie  bie  Sänge  ber  fi^iefen  Sbene  ju 
i^rer  23afi§. 

^etoeiS.  1)  ®g  fei  juerft  eine  ©eite  AB  ('Jig.  48)  be§  gegebenen 
®reie(f§  ABC  mit  bem.  @runbfcl)nitte  DE  ber  f(f)iefen  Sbene  parallel;  bann 
ift  aurf)  bie  entf^srei^enbe  (Seite  ab  ber  ^rojection  abc  mit  DE  unb  AB 
parallel  *),  unb  ba  ferner  ba§  Sott)  Aa  ||  Bb  ift,  fo  ift  ba§  SSierec!  ABba 
ein  Parallelogramm  unb  ba^er  aucl)  AB  =  ab. 

3iet)t  man  nun  aug  C  in  ber  f(^iefen  (Ebene  eine  Sinie  CF  fenfret^t  auf 
bie  Sinie  AB  unb  alfo  anä)  fenfrec^t  auf  bie  il)r  parallele  ^ante  DE  unb  legt 
burd)  biefeg  Sott)  unb  bag  Sot^  Cc,  loelc^eg  aug  bemfclben  5punfte  C  auf  bie 
©runbebene  gefällt  ift,  eine  (Ebene  CFc,  fo  ift  biefe  (Ebene  (xiaä)  §.  91,  1) 
fenfred)t  auf  ber  S^'ante  ED.  ®emnacf)  ift  DE  fenfrei^t  auf  ber  in  ber  ßbene 
CFc   Itegenben    Sinie  Fe   unb   bal)er   aud)    bie   mit  DE   parallele    ab  X  Fe. 


*)  ®enn  toenn  bvei  (SBenen  —  bie  ©runbeBene  DEc,  bie  fifiefe  (SBenc  DEC  unb 
bie  :prDiicirenbc  (SBcnc  ABba  —  ftrf)  in  brci  Sinien  DE,  AB  unb  ah  burd)fcf;nciben  unb 
5\T3ei  ten  biefen  Sinicn  AB  unb  DE  (nacf)  ber  Sßorauäfeöung)  ^paralteltaufen,  fo  finb  ftc 
(na*  §.  11,  2}  alle  brci  ^avatlct. 
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SWmmt  man  alfo  bte  (Seiten  AB  unb  ab  aU  ©runbltnien  ber  ^retecfe  ABC 
unb  abc  an,  fo  finb  CG  unb  cg  i^re  §o^en.  ®a  nun  bie  ©runbltmen  AB 
unb  ab  ofcen  aI8  gleich  erliefen  finb,  \o  üer^olten  [i(^  bie  ©reierfe  Wie  it)te 
J^B^en,  unb  e§  ift  folgIi(^ 

A   ABC  :  abc  =  CG  :  cg. 
SBeiter  finb  a6er  Cc  unb  Gg,  alg  Sot^e  auf  tet  ©runbefccne,  ^jarattel; 
baf)er  üertjäft  f\^  CG  :  cg  =-  FG  :  fg, 

alfo  an^  A  ABC :  abc  =  FG  :  fg. 

®enft  man  fi(^  nun  bie  f(^iefe  Sbene  burt^  bie  jur  ^ante  DE  ^laratlete 
AB  fcegrenjt,  fo  ift  FG  i^re  Sänge  unb  Fg  bie  juge^örige  23afi§.  Süfo  toet= 
^ält  fi(^  ba§  'DreiedE  ABC  in  ber  f(^iefen  ^bene  ju  feiner  ^projcction  abc, 
wie  bie  ßänge  ber  f(^tefen  (S6ene  Fg  jur  jugefjörigen  23oft8  FG. 

2}  3ft  feine  ©eite  be§  ®reiecf§  ABC  (S'ig.  49)  mit  bem  ©runbfc^nittc 
DE  paraüel,  fo  Iä§t  \\ä)  baffelfee  bur(^  eine  Sinie  AM  au8  einer  (S(fe  A  mit 
bem  ©runbfi^nitte  DE  ^jaraüet  gebogen  in  jwei  ©reiche  AMB  unb  AMC  jer= 
fc^neiben,  unb  toenn  am  bie  ^rojection  toon  AM  ift,  fo  finb  offenbar  bie 
®reie(fe  abm  unb  acm  bie  ^Projcctionen  ber  ©reietfe  ABM  unb  ACM.  ®a 
aber  bie  «Seite  AM  mit  bem  ©runbfi^nittc  paraüet  ift,  fo  t»er^ält  fic^  naä) 
(1),  ttjenn  man  ber  ^ürje  wegen  bie  wiütii()rli(^e  Sänge  ber  fcf)iefen  (Sbene 
mit  1  unb  bie  jugef^örige  33afi§  mit  b  be^cic^net: 

A   AMB  :  amb  =  1 :  b. 
(®enn  ber  ttor^erger)enbe  33ett»ei8    gilt  offenbar  au(^  bann,    wenn   bie  S^i|e 
B  be§   §u   ^jrojictrenben  ®rete(f§  AMB   jwifi^en   bem  ©runbfi^nitte  DE   ber 
fd^iefen  SBene  unb  ber  ^aratleten  Seite  AM  liegt.)     @6en  fo  ift  au(f; 

A   AMC  :  amc  =  1 :  b  =  A   AMB  :  abm, 
folglich  au(| 

A   AMB  +  AMC  :  amb  +  amc  =-  1 :  b, 
b.  ^.  A   ABC  :  abc  =  1 :  b,  w.  j.  e.  w. 

Stnm.  ©oüte  bie  parallele  AM  bie  ©cite  BC  ni(^t  jctBft,  fonbetn  i'^re  35ertän; 
gcrung  fcf)neiben,  fo  ttjürbe  man,  [tatt  bte  ©rcierfe  ju  abfciren,  btcfclfecn  fubtrat;iren. 
90?an  fann  ahn  and)  bie  ©cfe  A  attcmal  fo  ^i?äf;lcn,  baf  bie  l}tnburc^  gezogene  ^Pavaßele 
bie  gegenüberftet;enbe  ©eite  fc^neibet. 

♦  §.  105.    Ccljrfa^. 

®er  3n^att  einer  jeben  gerabünigen  ober  frummlinigen  j^igur  in  einer 
fc^iefen  Sbene  üer{)ä(t  \iä)  ju  it)rer  ^projection  wie  bie  Sänge  ber  f(^iefen 
ßbene  ju  i^rer  23afi§. 

23eweig.  ©enn  bie  gerablinige  ^igur  Iä§t  fi(^  in  ©reiecJe  ^erfi^neiben, 
bie  ju  i^rcn  ^5rojcctionen  in  bem  ongegebenen  23er^ättniffe  ftel)en.  ®ie  '^ßxo- 
jectionen  ber  einjelnen  ©reiecfe  bilben  aber  ^ufammen  bie  ^projection  ber  gan= 
jen  gegebenen  ^igur,  unb  wenn  aüe  SC^eile  ber  einen  ^u  bcn  SE^eilen  ber 
anbern  ba§  nef)mti(^e  2Ser{)ä(tni§  Ijaben,  fo  muffen  fi(^  offenbar  aii^  auf  gleiche 
SBeife  bie  ganjen  Figuren  »erhalten  (§.   180,  13  ber  Planimetrie). 

®er  3"^^it  einer  frummtinigen  'gigur  fann  ni(^t  anberg  gefunben  werben, 
at§  inbem  man  fii^  biefetbe  al§  ein  ^o(i)gon  üon  unenblic^  üielen  Seiten 
benft.  ®a  nun  ber  Sa|  Don  gerablinigen  Figuren  gilt,  fo  mu§  er  auc§  für 
frummünige  richtig  fein. 

S3emerfung.  9}Jan  \)at  in  ben  »or'^erge^enben  ©ä|en  ongenommen, 
bap  bie  fc^iefe  (Sbene  unb  bie  in  berfelfcen  ge5ei(^nete  §igur  ganj  auf  berfetben 
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©eite  beg  @tunb[c^nttt8  liegen.  iÜZan  fcegteift  aBer  auf  bet  ©tetle,  bap  jene 
©ä^e  ri(f)tig  blei&en,  wenn  eine  (Seite  ber  '^tgut  in  ben  <Stunbf(|nitt  fättt; 
unb  ba[iet6e  gilt  anä)  bann  no(^,  ^wenn  bie  ju  projicirenbe  '^igut  üon  bem 
©rimbfc^nitte  in  jwei  S£()eite  jerfi^nitten  wirb.  ®enn  ba  biefe  Reiben  2;f)eite 
fi(^  5u  i^ren  5)ßrojectionen ,  iceli^e  ^ujammeu  bie  ^tojection  bet  gegebenen 
■gigur  6ilben,  lüie  bie  Sänge  jur  23a[i3  üerf)alten,  jo  mu^  bafjelbe  offenbar 
au^  Bon  ben  gansen  'gigurcn  gelten  (§.   180,  13  bet  5]Stanimettie). 

2t nm.  1)  3[t  fcer  3nf)att  einer  Beüeßigcn  etenen  gtgur  J,  ber  3n§alt  i^ret 
5ßrojection  i  unb  ber  fptge  SBinfet,  unter  iveldicm  bie  fc^tefe  (SBcne  bie  ©runbeBcne 
fc^neibct,  «,  fo  i[t  i  =  Jcos«. 

Sßeiter  mögen  für  bie  mit  ber  SCrigonometrie  Befannten  ßefer  no^  fotgenb« 
©a^e  ^ier  eine  ©teße  erhalten; 

2)  Sßenn  brei  (gSenen  auf  einanber  fenh:e(^t  fielen  Qe  gtoci  auf  ber  britten), 
unb  eine  Sinie  Bitbet  mit  ben  Tanten  (AX,  AY,  AZ  in  gig.  50)  bie  SBinfet 
«,  ß,  y,  fo  ift  atlemat 

cos«'^  4- cos/?'^  +  cosy^  =  1. 
®enn    ^jrojicirt   man    einen    BctieBigen   $un?t  B  ber   gegeBenen  Sinie   AB  =  a  auf 
bie  gegeBenen  SBenen  unb   BejeicBnet  bie  ^tojicirenben  Linien  mit  x,  y,  z,  fo  t{l 

2?"  =  U'^  +  Z'^ 

=^  x^  +  y^  +  z^ 

=  a^cosa^  +  a^cos/S'^  +  a^cosy^, 
alfo  1    =  cosa^  +  cos/?^ -f  cosy^. 

3)  2ßenn  man  eine  eBene  '^\o^mx  auf  brei  SBencn  iprojicirt,  »on  benen  immer 
je  jwei  auf  ber  britten  fenfredjt  fte^cn ,  fo  ift  bas  Cluabrot  beB  Sn^attä  ber  ge; 
geBenen  gigur  gteid)  ber  ©umme  ber  Cluabrate  ber  Snfiattc  ber  brei  ^Projectionen; 
atfo  icenn  J  ben  Ssn^alt  ber  gegeBenen  gigur,  i| ,  i^,  ia  bie  Jnlialte  ber  brei 
^projectionen  Bejeic^nen:  J^  =  1^^  +  12^  +  13^. 

®enn  ioenn  man  aug  A  (gig.  51)  auf  bie  ©Bene  XYZ  ber  ju  ijprojicirenbcn 
gigur  ein  Sott)  AB  fättt,  fo  Bilbet  biefes  offenBar  mit  ben  brei  5^anten  biefelBen 
SSinfel,  wie  bie  SBene  ber  gigur  mit  ben  brei  gegeBenen  SBenen-,  (fo  ijl  5.  95. 
im  re(f)ttoinf[igen  A  ZAC  SBinfet  BAZ  =  BGA);  finb  alfo  biefe  2Bin!eI,  tote 
t  ort)  in  a,  ß,  y,  fo  ift  nac^  (1) 

Ij  =  Jcosy,     12  =  Jcos,'?,     13  =  Jcos«, 
atfo  I|2  +  l2^+i3^  =  j2(cosj'2-[- cos /?2  + COS  tt^), 

ober  ba  cosy'^  +  cos/9'^-t-costt'^  ^1   ijl: 

1,2  +  132^132  =  J2 

*§.  106.    3ufa^. 

©ie  Sage  eineS  ^itn!te§  im  9?aume  übet  bie  Sage  unb  ©ro^e  einet  Sinie 
ift  offenBat  but(^  bie  ^ptojection  auf  eine  ©bene  ni&t  yöüig  beftimmt.  äKan 
nimmt  ju  biefet  23eftimmung  am  cinfa(^ften  jwei  \i<i)  fenfre(^t  l)ut(^f(^neibenbe 
^tojectionScbencn  an.  —  2)a§  aljet  burcf)  bie  ^rcjectionen  auf  biefe  ßbenen 
ein  5|5unft  ober  eine  Sinie  üöüig  beftimmt  ift,  fäUt  batb  in  bie  2tugen;  benn 
bet  fragliche  ^^unft  liegt  offenbat  im  5)ur(f\i(^nitt  bet  beibcn  projicitenben 
ßinien  unb  bie  getabe  ofcet  frumme  ßinie,  beten  beibe  ^rojectionen  gegeben 
finb,  ift  bet  ®ut(f)f(f)nitt  bet  beibcn  ptojicitenben  ebenen  obct  ftummen  gtd; 
d^en.  —  2(u§etbcm  ift  ftar,  ba§  bie  oben  ctwiefenen  (2ä|e  übet  bie  ^xo- 
jectionen  auf  eine  Sbene  eben  fo  an6)  »on  ben  ^tojectionen  auf  bie  anbete 
ßbene  gelten. 
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Sfnm.  1.  Sine  tocttcre  9tuSfü^rung  biefcr  unb  tocrtoanbter,  in  :j5raftifi$cr  ^in^ 
fi^t  nic^t  untt)t(^tigcn,  ßc^ren  ^at  beä  ie[^rdntten  Dlaumeä  wegen  l^ter  feine  ©teile 
«■galten  fßnnen.  ©agcgen  mögen  einige  unmittelBare  2Im»enbungen  ber  »or^erge^ 
^enben  ©ä|e  noc^  !urj  ernannt  werben. 

3Kan  Bebient  ftc^  ber  Biä^er  Betrachteten  ^ßrojection  3ur  2(6BiIbung  bon  St^ets 
Icn  ber  SrboBerflad^e  unb  nennt  biefeiBc  Jum  Unterbliebe  »on  anbern  5projeetionäs 
arten  bic  ort^ogra^jl^ift^e  ^rojection.  ©teilt  man  nai$  berfelBen  bic  nörbli(^e 
ober  fiibli(f}e  §atBfugeI  bar  unb  nimmt  01:3  ^rojectionigeBcne  bcn  Slequator  an,  fo 
werben  bie  ^rojeetionen  ber  iparallelfreife  i^nen  glcii^e  Äreife  unb  bie  5J]rojectionen 
ber  aSeribiane  gerabe  Sinien,  bie  \iä)  alte  in  ber  ÜKitte,  ber  ^rojection  beg  5)Sote8, 
»ereinigen.  —  93et  ber  SlBBilbung  ber  wcjtlic^en  ober  öjllic^en  §alB!ugeI  nimmt 
man  ben  erften  SKcribian  aI3  ^projectionSeBene  an  unb  erl)alt  bann  [tatt  beä  3te= 
quatorS  unb  ber  5l>araIIelfrciie  :parallcle  gerabe  Sinien;  ber  erfte  SUeribian  BleiBt 
ein  5?rcig  olme  alte  3Ienberung,  bic  üBrigen  2Keribiane  geBen  Glli^fen,  unb  ber  mit= 
telfte,   —  ber  auf  bcm  erjtcn  [enfret^t  [te^t,  wirb  in  einer  gcraben  Sinie  aBgeBilbet. 

®a  Bei  biefer  53icojection  bie  na'^e  am  Umfange  liegcnben  2;^eite  in  ber  auf 
ben  Umfang  fenfrei^ten  Stiftung  allju  ftar!  uerfürjt  unb  ba^er  bie  SIBBilbungen 
berfelBen  ben  wirüic^  ftattfinbenben  SSerTjättniffen  felir  unä^nlirfi  werben,  fo  wenbet 
man  Bei  ben  ^tanigloBen  unferer  ?anb(^arten  gewö^nüd;  eine  anberc,  bie  ftereo^ 
gra^f)if^e  ^projection  an.  —  93ei  biefer  benft  man  fii^  —  in  cil^ntii^cr  9trt, 
wie  Beim  :perf^ectiwiic^cn  Qei<i)ntn  —  ba§  Sluge  in  einen  5punft  ber  ßugetoBcrfIdcSe, 
welcBer  ber  2)?ittc  beS  aBjuBilbenben  Sanbeä  gerabe  g^genüBcr  liegt,  ucn  biefer 
aKitte  nac&  bem  3Iuge  eine  ßinie  gebogen  unb  fentre(^t  auf  biefelBe  burc^  bcn 
SRittet^unft  ber  ^ugel  bie  ^Projection^eBene  gelegt.  S5er6inbet  man  nun  ben 
Ort  beä  Stugeä  mit  einem  ber  auf  bie  3fi^"""S  üBerjutragenben  ^ßunfte,  fo 
ift  ber  (Sinf(^nitt  ber  SSerBinbungSIinie  in  bie  5)3rDJection8eBenc  bie  gefugte  5prD= 
jection.  —  gür  bie  norblidic  §al6fuget  ift  ber  Stequator  bie  53rojectiDngeBene  unb 
ber  ©üb^jot  ber  Ort  bcS  3lugc§  (^otarjsro jection)-,  bie  ^rojcctionen  ber  5ßa= 
rallelfreife  finb  i?reife,  bie  aBcr  fämmtti(^  fleiner  auffallen,  alä  bic  Greife  fctßfl  auf 
ber  ßuget;  bie  SKeribiane  tiefern  gerabe  Sinien,  bie  fit^  in  ber  ÜRitte  vereinigen. 
—  33ei  ber  SIBBilbung  ber  ofHic^en  ober  wefili(f)en  ^alBfugel  i\t  ber  erfte  SKeribian 
bie  ^?rojcction8eBene  unb  bie  ©teile  beä  3Iuge§  ein  S:^nnh  be§  3tequator§  (2(equa  = 
torcat^jrojection),  ber  üom  erften  SJJeribiane  um  90*^  aBftetjt.  2)ie  ^rojcctionen 
ber  9)Jertbianc  unb  ber  ^araHctfreife  finb  SreiäBiigcn;  nur  ftatt  be^  Stequatorg  unb 
be§  mittetften  9)icribiane§  er[)ält  man  ^wei  fic^  fenfrecBt  fcfineibcnbc  Sinien. 

%üx  ben  ©eefat)rer  ijl  e§  bon  Bcfonberer  SBicBtigfeit,  ba^  biejenige  frumme  Sinic, 
welche  alte  SKeribianc  unter  bemfelBen  2Bin!e(  fdmcibet,  —  bic  losobromtf^e 
Gurbc,  —  in  ber  3'!i<^"""9  "^'^  gerabe  ßinie  bargejtettt  werbe.  Um  btefe§  ju  cr= 
reichen,  muffen  ,5una(^fl  bic  3Keribiane  felBft  atä  ^jaraltele  gerabe  Linien  aufgejcic^nct 
werben,  fo  ba§  alfo  bie  ßöngengrabc,  bie  in  ber  3BtrfIt(^teit  gegen  ben  $^o(  I)in  a&ne^; 
men,  bur(f)ge^enb5  eine  gleiche  ®ro§e  erfyatten.  Um  aBcr  bennocfi  baS  93erf»ättnif,  wcl? 
c^eg  in  ben  einzelnen  ©egenbcn  ^wifiSen  ßängen=  unb  Srtitengraben  ftattfinbet,  richtig 
barjuftellen,  öergrß^ert  man  bie  33reitengrabe  in  ber  ^^tc^nung  eBen  fo  Bielmal,  al§  in 
ber  2BirfIi(^feit  bie  Sängengrabe  aBnefjmen.  9Ja(f)  biefer  ^rojection,  bie  juerftSKer; 
cator  angewanbt  f)at,  werben  gewß^nlicB  ©eec^arten  enttüorfen.  —  ßanber  ganj  in 
ber  9iä^e  be§  5Pole§  laffen  ftc^  nac^  berfelBen  gar  nicfit  barftetlen. 

2(nm.  2.  3n  ber  ^eic^enfunft  wirb  »erlangt,  ba^  ba§  33ilb  mi5glic^ft  benfet= 
Ben  @inbru(f  im  Stuge  ^ersorBringe,  Wie  ber  ©egenftanb  felBft.  ©ie  2Btffenf(^aft, 
welche  bie  ©efe^e  entwiffelt,   beren  95eoBac6tung   für  biefen  Qwed  erforbertic^  finb, 
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^ci|t  5]Ser[^ecttbe,  unb  jhjar  Sineai;  ober  g  eotnettifc^c  ^erf  Jjcctibe, 
infofern  nur  btc  bcrf^tcbene  Sage  ber  aiäubilbcnben  Steife  cincä  ©egcnflanbeä  in 
JBetra^t  gcjogen  toirb,  äum  Unterf^trtie  bon  ber  8uf  t^er  fp  ec  ttbe,  tectc^c  fic^ 
mit  bem  Jone  ber  garBen  feefc^äftigt.  —  §icr  toirb  allein  bon  ber  geometrifc^en 
^Perfpectibe  bte  Siebe  [ein.  —  Um  baS  93t[b  eineS  ©egenflanbeS  auf  einer  gegcBe; 
nen  (SBene  —  2  a  f  e  l  —  ju  erljalten ,  bcnft  man  fi^  nac^  allen  i^Junften  beffet= 
Ben  bon  einen:  5ßunfte  —  bem  Suge  —  auä  gerabe  Linien  gejogcnj  bie  Sim 
fc§nittß)5unfte  biefer  Linien  in  bie  3:üfct  finb  bte  gcfuc^ten  33ilber*).  S8on  bicfen 
gelten  folgenbe  ©efe^e : 

1)  !Ca§  93itb  eine'S  ^PunfteS  ij^  wieber  ein  $untt.  —  ©otlte  bie  Cinie,  bcm 
Sluge  nac^  bem  gegebenen  5punfte  gejogen,  ber  66cne  ber  Jafel  ^sarallet  laufen,  fo 
mürbe  eä  gar  nic^t  möglief;  fein,  biefen  ^ßunft  auf  ber  Safel  aBjubilben. 

2)  ®aä  33ilb  einer  geraben  2inie  ift  ibieber  eine  gerabe  Sinie,  nel;mlic^  ber 
Sinf(f)nitt  ber  burc^  baä  Sluge  unb  bie  gegebene  ßinte  gelegten  @tene  in  bie  66ene 
ber  2;afel.  SBären  bicfe  beiben  6benen  ^jaraöel,  fo  mürbe  fic^  bie  gegebene  Sinie 
auf  ber  5£afel  gar  nic§t  abbilben  laffen.  —  ®e^t  bie  Sinie  huxd)  baö  2luge,  fo 
ift  il;r  93itb  ein  $unft,  ncfjmlic^  i^r  Ginfc^nitt  in  bie  (Sbene  ber  SCafel. 

3)  ®aö  33ilb  einer  frnmmen  Sinie  ijl  mieber  eine  frumme  Sinie ;  eä  wirb  eine 
gerabe  Sinie,  mcnn  bie  frumme  Sinie  ganj  in  einer  burc^  baS  3fuge  ge^enben 
(Sbene   liegt. 

■4)  aSenn  jmei  ßinien  AB  unb  CD  (gig.  52),  —  bie  nii^t  mit  bem  Stuge 
0  in  einer  @bene  liegen,  —  unter  fic^  unb  mit  ber  (Shem  ber  Jafel  parallel  lau; 
fcn,  fo  finb  aucf;  i^re  93ilber  ab  unb  cd  ^jarallel.  —  ®enn  bie  huxä)  0  unb 
AB  unb  CD  gelegten  Gbcncn  fc^neiben  fic^  in  einer  ßinie  PQ,  meiere  nac^  §-11/  2, 
—  menn  man  \iä)  burcf)  bie  ^Parallelen  AB  unb  CD  eine  Gbene  gelegt  benft,  — 
mit  AB  unb  CD  unb  folglich  auc^  mit  ber  (Sbene  ber  Safel  parallel  ift-,  bemnac^ 
muffen  auc^  bermöge  §.11  bie  Linien  ab  unb  cd,  in  bencn  jene  (Sbenen  bie 
ßbene  ber  Safel  fc^neiben,  mit  PQ  unb  folgtii^  auc^  unter  fic^  parallel  fein. 

SBenn  bagegen  bie  Linien  AB  unb  CD  (gig.  52)  jmar  unter  ftc^,  aber  niif)t 
mit  ber  Gbene  ber  Safct  ^jarallel  finb,  fo  laufen  i^re  SSilber  auf  ber  Safel,  menn 
man  fie  l)inreicl)enb  berlängert,  in  einem  ^jjunfte  5ufammen.  —  ®enn  menn  bie 
^parallelen  AB  unb  CD  bie  3;üfel  fc^neiben,  fo  gilt  bief  au(^  bon  ber  it;nen 
^jarallclen  tante  PQ ;  eä  muffen  fiel;  ba^er  auc^  nac^  §.  7  unb  11  bie  3:;ur(f)= 
fdjnittälinien  ab,  cd  unb  PQ  in  einem  fünfte  bereinigen  (ber  natürlich  in  ber 
(Sbene  ber  5i;afel  abcd  liegt). 

®a  bie  ßbene  ber  Jafel  gemöljnlic^  bertical  gebockt  mirb,  fo  erflart  ftcfi  ^ier; 
ttug,  marum  bertifale  Sinien  allemal  :parallele  Silber  geben,  mäl^renb  bie^  nur  bon 
\o\d)m  ^orijontalen  parallelen  2inicn  gilt,  bie  ber  (Sbene  ber  Safel  parallel  finb. 
3m  entgegengefc|ten  galle  conbergiren  bie  Silber  nac§  ber  ©eite  Ijin,  nac^  mel(^er 
ft(^  bie  Linien  bon  ber  Stafel  entfernen,  metl  offenbar  nac^  biefer  ©eite  ^in  fii^ 
PQ  ber  itafcl  nähert  unb  biefelbe  fc^neibet,  (menn  ne^mlic^  —  mie  immer  in  ber 
^eic^enfunft  —  bie  S;afet  fi^  jmif^en  bem  STuge  unb  ben  ab^ubilbenben  Sinien  befinbet). 

^näbefonbere  laufen  bie  Silber  fenfret^t    in   bie  Siefe    ge^enber    Linien,    b.  ^. 


*)  ^ie  ab^ubilbenben  fünfte  fcnnen  eben  fo  mo^l  mit  bem  Stuge  auf  ber  nebmlidien 
©eite  ber  Safel,  al^  auf  ber  entgegengefe|ten  ©eite  liegen.  3n  ber  ^ii<i)et\tün^  mirb 
bie  3:afel  JWifd)cii  bem  9luge  unb  bem  ©egenjlanbe  gebadit.  Sei  bem  ©d^otten  bagegen, 
meliien  ein  leucfitenber  ^unft  in  entlicber  (Entfernung  bon  einem  ©egenfianbe  auf  einer 
6bene  —  Safel  —  erzeugt,  befinben  fid;  ber  leuctitenbe  ^Punft  unb  ber  ©egenftanb  auf 
berfelben  ©eite  ber  Safel. 


—     41     — 

forcier  ßinien,  welche  eine  jur  (SBene  bet  Safel  fenfrcd^tc  SRic^tung  §a6en,  i»cnn  fte 
verlängert  iwcrben,  fämmtUc^  in  bem  fünfte,  in  welchem  eine  burc^  baä  Slugc  fenf= 
re^t  auf  bie  ©bene  ber  SCafcI  gezogene  ßinie  biefclbe  trifft,  in  bem  fogenonnten 
Stugen^unft  e,  jufammcn. 

5)  2Benn  jjoei  Stnien,  bie  nii^t  in  ber  (Sbene  ber  SEafet  liegen,  fi(^  fd^neiben, 
fo  f(^ncibcn  fti^  auc^  i^re  Silber  in  bem  5ßunfte,  in  vxie^em  bie  au^  bem  Sluge 
naä)  bem  ®ur(f)fc^nitt§^5un!te  ber  gegebenen  ßinien  gejogenc  Sinie  bie  @6ene  ber 
3:afet  trifft;  ijt  a6er  biefe  Sinie  ber  SBene  ber  5Eafel  paxaUtl,  fo  finb  bie  93ilber 
)faxaUiU  ßinien. 


SSemetfung.  ®ie  förperli(^en  ©rö^en,  tt)el(^e  wix  in  ben  toor^erge^eit; 
ben  2t6f(^nitten  fennen  gelernt  ^a6en,  ber  'gtäc^enwinfel  unb  ba§  tbxpQxii^i 
©reied  ober  SSieleif,  toaren  nur  imüoüftänbtg  begrenji.  2Bir  wenben  un§ 
nun  ju  ber  23etra(^tung  ber  tooUftänbig  üon  ebenen  ober  frummen  ^-(ä^en 
begrenzten  ^ör^er  unb  {)anbeln  junäcfift  üon  ben  an  biefen  l!'ör))ern  öorfom= 
menben  ober  in  benfelben  5U  conftrutrenben  j^^^f^^"  ""^  ßinien  unb  in  einem 
»eiter  fotgenben  2(t)f(f)nitte  oon  ber  33erg[ei(^ung  ber  ^bxpa  felbft  if)rem 
räumli(f)en  3"^)^^^^  n^<^- 

2Bä()renb  in  ber  ^tanimetrie  in  ber  Se^re  oon  ben  (Figuren  bie  bei  SGBeitem 
größere  3^^)^  '^^^  ©ß^e  bie  ®rö§e  ber  bie  ^^'iguren  begren^enben  ober  ^wif^en 
beftimmteu  5]]unften  berfelben  ju  jie^enben  ßinien  uub  bie  gegenfejtige  Soge 
biefer  ßinien,  bie  oon  benfelben  cingefd)(offenen  SBinfel,  betrifft,  unb  nur  ein 
oer^ättni^mä^ig  fleiner  3:f)ei(  bie  ©ro^e  ber  giguren  felbft,  il)re  3(ugmeffung, 
jum  ©egenftanbe  f)at,  macbt  unigefe()rt  in  ber  (Stereometrie  graue  bie  33er- 
gteidjung  unb  Stuämeffung  be§  förderlichen  3nf)a(te§  ben  f)au)3tfä(^li(f)ften  2;()ei( 
ber  üon  ben  ooUftänbig  begrenjten  ^ör^crn  l)anbelnben  ©ä^e  au8,  inbem  in 
ber  St^at  bie  8el)rgebäube  ber  «Stereometrie  nur  eine  oerljältni^mä^ig  fleine 
3a^l  oon  ©ä|en  aufjuvoeifen  ^aben,  welt^e  fi(^  auf  bie  an  ober  in  ben  ooll- 
ftänbig  begrenzten  5?orpern  oorfommenben  ßinien  unb  '^iäd)m  bejielin. 

2Son  ben  frummftät^igen  Äörpcrn  bilbet  in  ber  elementaren  Stereometrie 
allein  bie  bem  i?reife  ber  5p(auimetrie  entfprei^enbe  Äugcl  ben  ©egenftanb 
einer  umfaffenben  (ärörterung,  inbem  fo  too^l  ber  ®ur(^fd)nitt  einer  ^ugelpd}e 
mit  einer  (Sbene,  al§  au(^  mit  einer  zweiten  i?ugelfTä(^e  aUcmat  in  bie  ®ren= 
Jen  ber  elementaren  3)?ati)ematif  fällt,  ne^mli(^  eine  Ifreiglinie  borfteüt,  tt)äl):= 
renb  bie§  feine§n)eg§  mef)r  oon  ben  beiben  anbern  frummfläi^igen  ^örtjern, 
bem  Sx)Iinber  unb  Äeget,  gilt,  beren  bie  elementare  Stereometrie  nur  in 
fofern  gelegentlii^  ßnüäl)nung  tt)ut,  a(§  fi(^  beren  2lu§meffung  nacf)  ben  ne^m= 
iid^en  gormein,  welche  für  ba§  5pri§ma  unb  bie  $i)ramibe  enttoidelt  loerben, 
gerainnen  lä§t. 

Ueber^aupt  finb  e3  unter  ben  oon  ebenen  glSi^en  eingefc^ (offenen  Körpern 
toorjug^weife  brei,  ne^mlic^  5]3ri§ma,  ^^ramibe  unb  Dbeli§f,  beren 
Sn^alt  fii^  burc^  einfalle,  ouf  elementarem  2Bege  abzuleitenbe  gormein  au§= 
brüden  lä^t. 

Ueber  bie  gegenfeitige  33ejie^ung,  toel(^e  §n)if(^en  biefen  brei  Körpern  \tatt= 
finbet,  bemerfen  wir  no(^  go(genbe§:  SSenn  brei  Sbenen  fii^  in  brei  ßinien 
burt^fc^neiben,  fo  finb,  wie  wir  ft^on  oben  in  §.  11  gefel)n  l)aben,  nur  ^wei 
gälte  mögli(^;  entweber  erften§  aüe  brei  Tanten  oereinigen  fi(^  in  bem  nel)m= 
lii^en  ^^unfte,   ober  jweitenS  fie  finb   alle  brei  ^araöel.     Sc^neiben  fi(^  aber 
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Bier  ober  me^r  ©Bencn  in  öier  ober  me^r  5?anten,  fo  tarn  ju  ben  Betben 
angeführten  %äüm  noc^  ber  britte  Einzutreten,  bo§  Tanten,  "mdd^z  ni(^t  un- 
mittelbar auf  einanber  folgen,  fonbern  bur(^  eine  ober  mehrere  jwijt^en  liegenbe 
getrennt  fmb,  fi(^  freuten. 

3n  bem  erften  ber  angeführten  §ätle,  iüenn  ne{)mli(|  alle  Tanten  in  einem 
5]3unfte  jufammenfto^en ,  genügt  e§,  um  bie  entftanbene  tbtp^xlxiS)^  (Bdt  ju 
einem  öoüftänbigen  ^^ör^jer  ber  ^ftramibe  afi^ufifiliepen ,  fämmttit^e  Seiten:^ 
fiäd^en  mit  einer  oon  benfel&en  ocrj(f)iebenen  ßbene  ju  burd)^d)neiben.  3" 
bem  jttjeiten  'gälte,  tüenn  alle  Tanten  einanber  parallel  finb,  rei(^t  eine  f(^nei- 
benbe  Gbene  allein  für  biefen  ßi^^t^  "'^^^  ^"8;  eg  fcebarf  l)ierju  jnjeier 
ß&enen,  wet(f)e,  wenn  ber  afcjufi^ncibenbe  5?ör)3er  fi(^  am  einfa(^[ten,  ju  einem 
^riSma,  geftatten  fotl,  einanber  parallel  anjune^men  finb.  ®affel6e  gilt 
ganj  eften  fo  in  bem  brüten  galle,  wenn  bie  Tanten  jum  ^f)eile  fii^  freujen, 
njo  bann  bur(^  bie  angegebene  ßonftruction  ber  DbeliSf  Ijerüorge^t. 

2Bir  l)anbeln  nun  t5em  Slngefü^rten  gemä§  in  ben  beiben  folgenben  2tb= 
fd)nitten  »on  ben  öinien  unb  glä(^en,  ioelcfie  an  unb  in  ben  e(Jigen  Körpern, 
in§  23efonbere  bem  5j3ri8ma,  ber  ^pt^tamibe  unb  bem  ObeliSfen,  unb 
bann  weiter  an  ben  runben  Körpern,  Si)linbcr,  5?eget  unb  Äuget,  an- 
getroffen werben,  unb  in  einem  folgenben  2tbf(^nitte  oon  ber  SSergleic^ung  unb 
2tu§meffung  be§  räumliifien  3"E^tte§  biefer  Körper  felbft. 


/ünfter  ^bfdinitt 

A.    Sott  ben  regelmäßigen  Äör^ern. 

§.  107.    (grflärunß. 

Sin  überall  begrenjter  Dtaum  Ijei^t  ein  Körper  (im  eigentlichen  ober 
engeren  (Sinne). 

(So  wie  bie  Figuren  ber  ^Planimetrie  in  grablinige,  frummlinige  unb  gc= 
mifd)tlinige  jerfallen,  fo  fönnen  au(f)  bie  £orper  entweber  nur  üon  ebenen  ober 
nur  Bon  frummen  'glac^en  ober  oon  beiben  jugleirf)  eingefc^loffen  fein. 

Sin  5?örper,  welcher  nur  »ou  ebenen  gläi^en  begrenjt  wirb,  wirb  ein 
ediger  Körper  ober  ^olweber  genannt. 

®ie  Ctnien,  in  welJjcn  ficb  bie  bcgren^enben  (Ebenen  bur(Sf(f)neiben,  werben 
Tanten,  unt)  bie  Opuntie,  in  benen  bie  Tanten  jufammenfto^en,  ß(fen  genannt. 

§.  108.    (grflärunö. 

(Sin  etfiger  Körper  bei^t  regclmäfjig,  wenn  berfelbe  «on  lauter  reget 
mäßigen  33ielc(ien,  weldBe  in  congruenten  forperlii^en  (Bdm  jufammcnfto^en, 
eingefdiloffen  wirb. 

Stnm.  3Benn  man  jtoci  gtetif^e  S^ctraebcr  fo  an  einanber  legt,  baf  ein  5]3aar  con^ 
gruentc  (Seitenflächen  fic^  beden,  fo  erpft  man  einen  tion  feA^  regelmäßigen  ©reierfen 
eingef(f)Ioffenen  i?cr^3er  (eine  breifeittgc  ®D^:pet^t)ramtbe)  ;  biefer  Sörpcr  ift  aBer  nt(6t 
ganj  regelmäßig,  Jtieit  bon  ben  fünf  (Sden  beffcIBcn  jttei  gegenüSerfte^enbe  brcifeiäg, 
bie  brei  anbern  a&cr  tierfettig  finb. 
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§.  109.    ficl^rfa^. 

(S§  fann  iiid^t  mcfit  atS  fünf  regelmäßige  5?5r^5et  gefcen;  bieje  flnb: 
ba§  SCetraeber,  fcegtcnjt  won    4  regelmäßigen  ©reiedfcn; 
=    ^egaeber        =  =       6  -  SSierecfen; 

=    Dctaeber        5=8  «  ©reierfen; 

=    ©obecaeber     =         =12  =  j^ünfecfcn; 

=    3cofaeber        =  =20  =  ©reierfen. 

Sett3ei§.  2Bie  tüir  o6en  gefe^n  l)a6en,  Betragen  bie  2[öin!e(,  wel(^e  eine 
fBr)3erIi(^e  (Srfe  einf(^tie§en,  aüemal  njeniger,  at§  360*^.  —  3m  glei(f)feitigen 
®reie(fe  ^at  jeber  SBinfcI  60*^;  brci  biefer  Sßinfet  in  eine  ßrfe  tierBunben, 
malten  180'\  alfo  weniger,  a(§  360*^  au§.  2(u§  biefer  SScrBinbung  entfielt 
bag  SEetraeber. 

S§  laffen  fid)  ater  au(^  tiier  foM)er  SBinfet  in  eine  S(Je  sufammenftellen, 
»Dobur(^  ba8  Octaeber  ^erüorget)!,  inbem  4.  60  =  240  <  360  ift. 

i^erner  geben  no(^  fünf  äüinfel  be§  g(ei(^feitigen  ©retedS  300*^,  aljo  tt3e= 
niger,  alg  360*^;  burdE)  biefe  3ufammenftcllung  tuirb  ba§  ^^ofaeber  erl)aUen. 

©agegen  würben  fei^g  fDld)er  2BinfeI  gerabe  360*^  au§ma(^en,  imb  eg 
fann  baf)cr  außer  ben  genannten  feinen  »on  'Dreierfen  einge)d)Iof)enen  regel= 
mäßigen  Körper  geben. 

3m  Ouabrat  t)at  jeber  SIßinfet  90*^,  bcrcn  brei  atfo  270'';  biefe  2Ser= 
fnü^jfung  liefert  bag  ^cgaeber  (ilGürfcl). 

SSier  reifte  üöinfel  eut[)altcn  gerabe  360'^;  bemnad)  gibt  eg  nur  ben  einen 
»on  Ouabratcn  begrenzten  regelmäßigen  Körper. 

3m  regelmäßigen  ^ünfecfe  betragen  aQc  Sßinfet  jufammcn  brei  %<x6)i 
ober  540°  (^stanimetrie  §.  HO);  auf  einen  fommen  folglii^  108"  unb  auf 
brei  324°,  al)o  weniger,  alg  360".  ®er  I)ieroug  {)cröorgel)enbe  Körper  ift 
bag  ©obecaeber.  —  ©agegen  entf)alten  »icr  fotcfier  2Binfel  432*^,  unb  eg 
fann  fo(gIi(f)  außer  bem  ©obecaeber  fein  regelmäßiger  Körper  Bon  günfecEen 
begrenzt  werben. 

3m  regelmäßigen  ©ei^gei!  ^at  jeber  SBinfel  120",  brei  berfelben  baben 
atfo  frfion  360",  unb  e§  gibt  folglich  überbauet  feinen  oon  ©e(^§c(fen  einge= 
f(f)(offenen  regelmäßigen  Körper.  —  —  ®icß  gilt  um  fo  mebr  üon  .(3ieben= 
ecEen,  9t(^te(fen  u.  f.  f.,  ba  bie  (Sroße  ber  Söinfel  eincg  regehnäßigen  SSictetfg 
mit  ber  3«^)^  Yw^n  Seiten  wä(^[t. 

21  nm.  S)ut(^  ben  üor[;crgeI)enben  ®a|  ift  nur  batgett^an,  baß  e§  feine  anbern, 
oI§  bie  genannten  regelmäßigen  Äör^er  geten  fann;  baß  biefclBcn  jcboA  wirfüc^  »Dr= 
^anben  finb,  ift  fjicrmit  noÄ  fcine§iüeg§  tenjicfcn.  ®a  ber  Seiuetg  inbeß  für  ba§  %ti\' 
genbe  o^ne  Befonberc  SSidBtigfcit  ift,  fo  ift  er  ^ier  ber  iJür^e  lücgen  üfiergangen.  —  ®er 
SInfängcr  toirb  üfcrigene  nur  burd}  baa  ißorjeigen  bon  9KobeIIen  eine  beutli(^e  9Sor= 
fteöung  »on  jenen  i?6r:pcrn  eriialten  fönncn.  UeBer  bie  (Sonftruction  ber  regelmäßigen 
5?ör)3er  banbelt  u.  a.  Slugufl  in  bem  ^Programm  be^  Äi>lniic^en  9tealg^mnaftum§  ju 
SBerlin  Dom  3aBre  1854. 

B.    SSom  ^riöma. 

§.  110.    (Jrflärung. 

@in  na(^  jwei  (Seiten  I)in  unbegrenzter  Draum,  ber  »on  (Sbenen  cinge= 
fd)toffen  wirb,  wel(^e  ft(^  fämmt(i(f)  in  p^taüelen  ßinien  burc^fc^neiben,  ^eißt 
ein  prigmattf(^er  Diaum,  unb  bie  ii)n  begrenjenben  Sbenen  fieißen  feine 
Seitenflächen. 
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9t nm.  2Bcnn  man  einen  brei=  ober  me^rfeittgen  ^srtgmattfd^cn  SRaum  mit  einer  ju 
ben  paxaUeUn  Tanten  fenfrec^ten  (SBcne  burdifc^neibet,  fo  6i(bet  bei  5Durc^[c^nitt  ein 
©reiecf  ober  SSielecf,  beffen  ©eiten  unb  SBinfel  aB  bie  3JJaa§c  ber  ben  ^rismatift^en 
9iaum  Begrenjenben  (Seitenflächen  unb  ber  »on  biefen  eingef(^Io[fenen  gläi^enwinJcl  ans 
gefef^n  iterben  fonncn.  ^ni^«"!  ^ierburc^  bie  a3ctra(f)tung  be§  brci-  ober  mehrseitigen 
^}ri§mati)(^en  Diaumä  einfacf)  auf  bie  beg  grablinigen  ©reiecfei  ober  3Sic(e(fg  jurücfgefü^rt 
tnirb,  Bebarf  eä  für  ben  ^jriSmatif^en  9Jaum  ni(f)t  »ie  für  ba8  förderliche  SDreiecf  ober 
SSielcrf,  V»elc§cg  ftc^  öon  bem  grablinigen  ©reied  ober  SSieterf  burc^  mannigfaltige  unb 
eigentl)ümli(^e  @igenf(^aften  unterfc^eibct,  ber  (ärörterung  in  einem  fcefonbem  SlSfcfinitte. 

§.  111.    3ttfa^. 

Sßerben  bie  (Seiten  etneS  ^ri§matif(^eu  Diaumeg  bon  parallelen  Svenen 
bur(^f(^nitten,  jo  [inb  bie  3)ur(^|(^nitte  congruente  SStelecfe. 

23ewei§.  Sie  ftimmen  in  aüen  SBinfeln  üSerein,  weil  if)te  S(^enfel 
(nacf)  §.  16)  paraUel  laufen,  (AB  jl  ab  [gig.  53],  AD  i|  ad,  alfo  2ßinfel 
BAD  =  bad  u.  |.  f.)  unb  in  allen  (Seiten,  meil  bie  üon  ben  Seitenpc^en 
abgef(^nittenen  2Siere(fe  ^Parallelogramme  finb  (AD  ||  ad,  Aa  1|  Dd,  folgli^ 
au(^  AD  =  ad  u.  f.  f.). 

§.  112.    (Svtlävunq. 

SBenn  man  bie  @eitenfläcl)en  eine§  priömatii(^en  9?aume§  burc^  jwei  pa- 
rallele  (Sbenen  bur(^](f;neibet,  ]o  l)ei§t  ber  jwijc^en  bcnfelbcn  entl)altene  boll= 
ftänbig  Begrenzte  Körper  ein  ^rigma.  —  Sin  ^^riSma  i[t  alfo  ein  erfiger 
Körper,  welcfier  üon  jtüei  congruenten  unb  parallelen  SSielecEen,  al§  ®runb  = 
flächen,  unb  üon  ^Parallelogrammen ,  al§  Seitenflächen,  einge)d)loffen 
ttjirb.  ®ie  ßinien,  in  ivel(f)en  fiel)  bie  Seitenflächen  eine§  5pri§ma  bur(^- 
fd)neiben,  l)ei^en  Seitenfanten  ober  oorjugSroeife  Tanten;  bie  3)ur(^= 
fi^nittglinien  ^wiji^en  ben  Seitenflächen  unb  ben  ©runbfläc^en  werben  ®runb  = 
fanten  genannt. 

®er  fenfrec^te  3t&ftanb  ber  Reiben  ©runbfläc^en  üon  einanber  ^eipt  bie 
^öl)e  beS  ^priSma'g. 

ßin  ^riSma  ^eift  gerabe,  wenn  bie  (Seiten^)  £ante  auf  ber  ©runb^ 
fläche  jenfrecfjt  ift. 

§.  113.    3ufa^. 

1)  3m  geraben  ^ri§ma  finb  bie  Seitenflächen  fämmtlic^  S^ec^tecfe,  unb 

2)  ein  ^riäma  ift  gerabe,  wenn  jwei  jufammenfto^enbe  Seitenflächen 
^Äe^tecfe  finb. 

23cwei§.  1)  SBenn  bie  £ante  AE  (gig.  54)  fenfrec^t  auf  ber  @runb- 
fläc^e  EFGH  ftel)t,  fo  ift  2[ßinfel  AEF  =  90"^,  unb  ba^er  (narf)  §.  105  ber 
Planimetrie)  bag  ^Parallelogramm  AEFB  ein  9?ec^tecf.  ©affelbe  gilt  eben  jo 
üon  ben  übrigen  Seitenflächen;  benn  wenn  eine  ^ante  ein  Öot§  ift,  fo  fmb 
e§  auc^  bie  übrigen. 

2)  aSenn  bie  Seitenflächen  AEFB  unb  AEHD  D^ec^tecfe  finb,  fo  ift 
AE  JL  EF  mX>  EH  unb  ba^er  AE  auc^  ein  8ot^  auf  ber  (Sbene  EFGH. 

§.  114.    (Stflävum^ 

ßin  gJrismo,  beffen  ©runbf^äc^e  gjarallelogramme  finb,  alfo  ein  Körper, 
welcfier  überliaupt  bon  fec^g  ^Parallelogrammen  eingefc|loffen  ift  (ABCDEFGH, 
gig.  55),  ^ei§t  ein  g^arallelepipebum.    —   S)a§  g^arallelepipebum  f)eift 
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re(^t\ütn!Iig,  wenn  ®tunbfiä(^en  unb  (Seitenflächen  9?e(|te(!e  fmb;  ftnb  bie^ 
felfeen  überbiep  jämmtlicEi  Ouabrate,  fo  entfte^t  ba§  ^ejaebcr,  toelc^eS  man 
md)  SBürfet  ober  Su&u8  nennt. 

§.  115.    3ufa^. 

3tn  ?|3araIIete^i^)ebum  ftnb  auä)  bie  gcgenü6etfte()enben  @eitenflä(^en  ^)a= 
rattel  unb  congruent.  —  ?0?an  fann  ba§er  jebe^  ^aar  gegenüberfte^enber 
©eitenpi^en  aU  ®runbf[äd)en  anfefjen. 

23emet§.  ®ie  ©eitenf(ä(^eu  AEHD  unb  BFGC  (g-ig.  55)  ftnb  junM^ft 
^jarottel,  «jeil  jwei  f{(^  f(f)neibenbe  ötnten  in  bcr  einen  jweien  [ii^  f(fineibenben 
Sinien  in  ber  anbern  paraüct  [inb,  (5.  93.  AD  ||  BC,  \mi  naÄ  ber  93orau§= 
fe^ung  ABCD  ein  ^araüelogramm  ift,  unb  AE  ||  BF).  —  ©ie  finb  con= 
gruent,  weil  fie  in  allen  Seiten  (AD  =  BC,  al§  gegcnüber[tcl)cnbe  (Seiten 
beS  ^aratlelogramm§  ABCD,  AE  =  BF  u.  f.  w.)  unb  in  allen  Sßinfeln 
(S.  23.  Sßinfel  DAE  =  CBF,  al§  SBinfel  mit  paraUeten  ©(^enfeln)  übet= 
einftimmen. 

C.    SSon  bct  ^pramibc. 

§.  116.    erflärunß. 

2ßenn  man  bie  ©eiten  einer  forderlichen  6(ie  burrfi  eine  (S6ene  bur(^- 
j(^neibet,  fo  l)ci|t  ber  l)ierbur(^  öon  ber  Me  abgefc^nittcne  ^ör^^er  eine  5^^  = 
ramibe.  —  Sine  g5^ramibe  (ABCDE,  gig.  56)  ift  alfo  ein  ^hxpn,  xoqU 
(^er  üon  einem  SSielecfc  (BCDE)  al§  @runbflä(f)e  unb  üon  ©reieifen  al§ 
©eitenfläcl;en,  wet(^e  altein  einem  ^iunfte,  ber  (Spi^e  (A),  jufammeaftD^en, 
begrenjt  wirb. 

Sin  Sot^  (AG),  au§  ber  ©^ji^e  auf  bie  ®runbflä(^e  gefällt,  I)ei|t  bie 
§ö^e  ber  ^x)ramibe. 

31  nm.  1.  9)?an  :ppcgt  tei  bcr  ^Benennung  einer  5Pt)ramibc  ABCDE  (gtg.  56) 
juerft  bie  ®^i|c  A  unb  bann  bie  ©runbpäc^c  BCDE  ju  nennen. 

Slnm.  2.  ®ic  $t)ramibc  ift  unter  ben  Körpern  ba§ ,  n)a§  ba§  Sreiecf  unter  ben 
ajiclcrfcn  ift.  SBä^renb  aBer  bie  (5ä^e ,  weti^e  ber  ©diarffinn  bcr  9)?atf)ematifer  üBcr 
bag  SDreiecf  aufgefunbcn  i)at,  nidjt  ju  jäl^ten  finb,  fennt  man  nur  föcnigc  ©ä§e  ü6er  bie 
gs^ramibe.    —    2Bir  führen  ^icr  aU  93eif^jicl  bie  Reiben  folgcnbcn  auf  : 

1)  3n  jeber  $V)ramibc  ift  bie  ©ummc  ber  ©eitcnf tacken  größer,  aB 
bie  ©runbfläi^e. 

®cnn  tocnn  junäc^ft  bie  §öt;e  bcr  5pt)ramibc  inner^lB  ober  in  eine  ©citcnf[äd;e 
fSüt,  fo  ift  bie  @runbffä(^e  glcic^  bcr  ©umme  ber  ^rojectionen  ber  ©eitcnftäc^cn  auf 
bie  ßSene  bcr  @runbftäct)c  unb  fotglii^  na*  §.  103  ficiner,  at§  bie  ©umme  ber  ©citen^ 
packen  felBfl.  —  SBenn  a6er  bie  $ötie  au^cr^alB  fafft,  fo  ift  bie  ©runbfidcfte  fogar  flei; 
ner,  at§  bie  ©umme  ber  ^^rojectionen  bcr  ©ettenfiaiiien. 

2)  SBenn  in  einer  breifcitigen  5)3t)ramibe  (ZAYX,  gig.  51),  »clc^e  olfo  bon  Dier 
©reiecfen  eingefc^loffen  ift,  bie  Gbencn  »on  breien  biefer  ©rciecfe  (AZX,  AZY  unb 
AXY)  auf  einanber  fenfrcdit  fte^en,  fo  ift  bie  ©umme  ber  Ouabrate  ber  Sn^Ite  biefer 
bret  ®rctc(fe  glei*  bem  Ciuabratc  be§  Sn^attg  beg  vierten  ^Drciccfg  (ZXY)  ju  gotge 
beg  in  ber  Slnm.  ju  §.  105  unter  5Rro.  3  ertoicfcnen  ©a^eg,  inbem  nefimlic^  bie  ©rciecfe 
AZX,  AZY  unb  AXY  bie  ^5rDJccttoncn  be§  ©reiecfg  ZXY  auf  brei  Ößenen  ftnb, 
\viid)e  auf  einanber  fenfret^t  ftetjen. 

®iefer  ©a|  Bilbet  eine  9InaIogic  jum  :j)t)t6agoraifi^en  Sclirfal^e  in  ber  5ß(antmetrie. 
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§.  117.    (Svflävunn» 

Sine  ^^ramibe  f)et^t  tegelmä^ig  (im  toeiteren  ©inne),  mnn  i^rc 
®runb|iä(^e  ein  regelmäßige^  SSielecf  unb  ifire  ©eitenf[ä(^en  g(ei(^j(^enfügc 
®reie(fe  [inb, 

§.  118.    3ufa^. 

S)ie  ^öfje  einer  regelmäßigen  ^^ramibe  trifft  bic  ®runbflä(^e  im  3)?ittets 
fünfte, 

Söeweig.  !5)ie  rec^tmintligen  2)reie(fe  GHA  unb  GHB  (gig.  57)  finb 
congruent,  ha  fie  in  ben  Jg)t)potenufen  GA  unb  GB  unb  ber  gemein j(^aft(i(^en 
Sotf)ete  GH  üßereinftimmen;  fotgli^  i[t  au(^  AH  =  BH. 

Stug  gleichen  ©rünben  ift  bh  =  CH  =  DH  u.  f.  w. ;  alfo  i[t  H  ber 
2KitteIpunft  ber  ©runbpc^e. 

§.  119.    fic^rfa^. 

2[ßenn  man  bie  Oeitenfläi^en  einer  ^i)ramibe  mit  einer  ber  ®runbflä(fie 
^jaratlelen  Sbene  burc^fc^neidet,  fo  ift  ber  2)ur(i)fc^nitt  eine  ber  ©runb^äi^e 
ä^nU(^e  %i%üx,  unb  biefe  fceiben  äl)nli(^en  j^isuten  »erhalten  \\ä)  tüie  bic 
Ouabrate  il)rer  Stbftänbe  uon  ber  Spi^e. 

23en)ei§.  2Benn  bie  ß&ene  bcde  |i  BCDE  (gig.  56}  ift,  fo  finb  ju= 
nä(f)ft  bie  ßinien,  in  benen  fie  Don  ben  Seitenflä^en  gef(^nitten  werben,  na(^ 
§.  16  paxaM,  mijmlidi)  bc  ||  BC,  cd  |!  CD,  de  ||  DE,  be  ||  BE,  unb  ba^er 
(na6)  %.  15)  2Sintel  bcd  =  BCD,  cde  =  ODE,  deb  =  DEB,  ebc  =  EBC; 
atfo  ftimmen  bie  2Sie(e(fe  in  allen  3Binfe(n  überein.  ©affelbe  gilt  auc§  üon 
bem  23erl)ältniß  ber  gleid;liegenben  «Seiten ;  ba  ne^mlii^  bc  ||  BC  unb  cd  |1  CD 
ift,  fo  oerl;ält  ftc^ :  bc  :  BC  -=  Ac  ;  AC 

unb  cd  :  CD  =  Ac  :  AC, 

folglich  auc^  bc  :  BC  -=  cd  :  CD. 

eben  fo  lüirt)  bie  ®(ei(^l)eit  ber  übrigen  SSerpltniffe  5n)if(^en  ben  gteii^; 
liegenben  (Seiten  erwiefen.  —  S)emna^  ift  SSieted  bcde  od  BCDE. 

S)a  fi(^  nun   äf)nlic^e  SSielerfe   (nad)  §.  210   ber   Planimetrie)    wie  bie 
Ouabrate  äljnlid)  liegenber  Seiten  üer()alten,  fo  ift 
bcde  :  BCDE  ^  bc^  :  BC^. 
Sßeiter  ift  aber  bc  :  BC  =  Ab  :  AB , 

unb  wenn  burcf)  bie  -^ijfje  AG  unb  bie  £ante  AB  eine  ßbene  gelegt  wirb, 
fo  fd;neibet  biefe  bie  parallelen  ßbenen  in  ben  ^jaraüelen  Sinien  bg  unb  BG, 
unb  e§  oerl;ält  \i6)  folglii^: 

Ab  ;  AB  =  Ag  :  AG, 
alfo  au(^  bc  :  BC  =  Ag  :  AG 

unb  bc2  :  BC2  =  Ag2  :  AG^. 

Oben   ift  bcde :  BCDE  =  bc^:  BC^  erwiefen;  e§   oer§ält  fi(^  baljer  aui^ 
bcde:  BCDE  =  Ag^iAG^. 

21  nm.  ©iefer  an  \iä)  iciditige  unb  für  bie  2Iuämeffung  ber  ^J^ramtbe  unent6e^r= 
tii^e  ©a|  toirb  noi^  buri^  feine  vielfachen  Sln^enbungen  in  ber  Dkturletire  6efonber3 
merfen§tt)ert§. 

§.  120.    @rflörunö. 

Söenn  eine  g?i)ramibe  (ABCDE,  j^ig.  56)  oon  einer  ber  ®runbp(^e 
(BCDE)  paraüeten  ßbene  (bcde)  burct)f(^nitten  wirb,  fo  Ijeißt  ber  §wif(^en 
ben  beiben  parallelen  (Ebenen  enttjaltene  ^Ijeil  (bcdeBCDE)  eine  abgetürjte 
^^ramibe. 
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S)ie  afigefürjte  5J3t)ramtbe  witb  alfo  üon  jwet  parallelen  unb  ä§nli(^en 
Sßieleden  aI8  ©tunbpd^en  unb  üon  Slropejen  al§  ©eitenpc^en  tegrenji,  unb 
bte  23erlängerungen  ber  ©ettenfanten  »eretnigen  \i6)  alle  in  bem  ne^mli(^en 
SPunfte. 

D.     »om  SbcltSfen. 

§.  121.    erflärung. 

ßin  Körper  (ABCDEA'ß'C'D'E',  gig.  58),  welcher  üon  jtuci  ^jarattelen 
SSiekden,  al§  ©runbfiäc^en  (ABCDE  unb  A'ß'C'D'E'),  unb  üon  Srapejen  *), 
aU  (Seitenwegen,  einge|d)loffen  itiirb,  ^ei§t  ein  Obeli§t. 

©er  fenh:e(f)te  2ib[tanb  ber  beiben  @runbf[äd)en  »on  einonber  wirb  bie 
§ö^e  be§  Dbeliäfen  genannt. 

Stnm.  3"  Si^fS^  fcsi^  i^Drftef;enbcn  (ärtlarung  fc^lie^t  ber  itcitcre  begriff  beä 
Dfceliäfcn  bie  engeren  ^Begriffe  beä  ^^ri^ma'^  unb  ber  atgetüvjten  5pt)ramtbe  in  [i(^ ,  ins 
bem  Bei  jenem  nod)  ia%  3)fcrfmal  I)in5Utritt,  ba^  bie  ©citenfantcn  AA',  BB',  CC',  DD', 
unb  EE'  ^jaratiet  taufen,  bei  biefcr,  bap  bie  SSerlangerungcn  fämmtticfier  ©eitenfanten 
fic^  in  bem  netimlic^en  ^untte  vereinigen,  jicei  93ebingungcn,  welche  üon  bcn  ©eiten= 
fantcn  eineä  Ofictiäfcn  nidjt  erfüllt  ju  werben  Brauchen. 

§.  122.    Sufa^. 

1)  ®ie  Beiben  ©runbfiäc^en  eine§  Dbeligfen  ftimmcn  ber  9?ci§e  na(^  in 
ben  SBinfeln  überein. 

2)  Sin  Dbeti§f,  beffen  ®runbp(^en  au^  in  ber  ®rc§e  ber  gtcid)tiegen; 
ben  «Seiten  ber  ®runb[iä(f)en  übereinftinunen ,  alfo  congruent  [inb,  l[t  ein 
^ri§ma,  unb 

3)  ein  Obeligf,  beffen  ®runbp(^en  im  2Serf)ältni[fe  ber  gleicfjliegenben 
«Seiten  übereinftimmen,  alfo  äljnlid)  [inb,  ift  eine  abgefürjte  ^i)raniibe. 

4)  3eber  brcifeitige  ObelisJ  ift  enttoeber  ein  ^jSriSma  ober  eine  abgefürjte 
5]ß^ramibe. 

23  e  weis.  1}  ®er  gegebene  ObetiSf  fei  Obeli§f  ABCDEA'B'C'D'E' 
(i^ig.  58);  ba  bie  ©bcncn  ber  ©runtpdjcn  ABCDE  unb  A'B'C'D'E'  nac^ 
bem  üorl)erge^enben  §.  einonber  ^jarallel  finb,  fo  muffen  au(^  bie  ®ur(^= 
fd^nittglinien ,  in  »üeld;cn  fie  üon  einer  brüten  ßbene  Dur(f;fd)nitten  njerben, 
parallel  fein,  alfo 

AB  II  A'B',  BC  11  B'C',  CD  |1  C'D'  u.  f.  W.; 
folgtid^  ftnb   aü<S)  m<S)  §.15   bie  üon  biefen  öinien   eingef(^loffenen  SBinfel 
einanber  gleich,  net)mli(^ 

2S.  ABC  =  A'B'C',  BCD-=B'C'D'  u.   f.   W. 
2)    sißie  wir  fo  eben  gefef)en  t)aben,  ftnb  bei  einem  jeben  DbeliSEen  bie 
glei(f)tiegenben  Seiten  ber  @runbfld(^en  einanber  parallel, 

AB  II  A'B',  BC  II  B'C',  CD  jj  C'D'  u.  f.  i». 
SBenn  biefe  Sinien  nun  überbiep  no(^  einanber  gleit^  ftnb,  fo  finb  bie  SSierede 

ABA'B',  BCß'C,   CDC'D'  u.  f.  \ü. 
jämmtlic^  ^Paraltetogramme,  folglid)  aut^  bie  Seitenfanten 

AA',  BB',   CC   .   .   . 
aüe  einanber  parattel  unb  ba§er  ber  Dbelisf  ABCDEA'B'C'D'E'  na(^  §.110 
unb  112  ein  ^ri§ma. 


*)  Unter  einem  Straijjeäe  toirb  etn  SSierecf  »crftanben,  in  t»elc§cm  stoei  gegenftCerfle^enbe 
©eiten  parallel  taufen. 
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3)  2Benn  bagegen  bte  gteid^Iiegenben  (Seiten  ber  ©runbftac^cn  m6)t 
gerabe  glet(^e  @r&|e,  aber  bo(^  einetlet  2Ser^ä(tni§  ju  einanber  ^aben, 

AB  :  A'B'  =  BC  :  B'C  =  CD  :  C'D'  u.  j.  W. 
gegeben  ifi,  fo  muffen  fi(^  bie  SSerlängerungen  fämmtlic^er  ©ettenfanten  AA" 
BB',  CC'  .  .  .  in  bem  ne^mli(f)en  5ßunÖe  Bereinigen.  ®enn  angenommen, 
bie  »erlängerte  (Seitenfante  AA'  tröfe  mit  ber  »erlängerten  (Seitenfante  BB' 
tn  einem  fünfte  X  unb  bie  »erlängerte  (Seitenfante  CC'  mit  BB'  in  einem 
anbern  fünfte  Z  jufammen;  bann  mü^te  fi(^,  ba  AB  I|  A'B'  unb  BC  ||  B'C' 
ift,  oerf)aIten : 

AB:  A'B'   =  BX:B'X  unb  BC  :  B'C'   =   BZ  :  B'Z, 
fotglii^  au(^,  ba  mä)  ber  2Sorau§fe|ung  AB  :  A'B'  =  BC :  B'C  ift : 

BX:B'X   =   BZ:  B'Z 
unb  weiter  nai^  einem  befannten  (Sa|e  ber  ^ro^jortionen 

BX  —  B'X  :  B'X   =  BZ  —  B'Z  :  B'Z, 
b.  i).  BB':B'X  =  BB' :  B'Z, 

\va§  offenbar  unm6gli(f)  ift.  —  ©emnai^  muffen  fid)  bie  üerlängerten  (Seiten- 
fanten  AA',  BB',  unb  CC'  in  bem  ne{)m(icben  fünfte  burc^fdyneibcn,  unb  ba 
baffelbe  eben  fo  Bon  ben  übrigen  (Seitenfanten  erliefen  werben  fann,  fo  ift 
fotgü(^  ber  Obeligf  ABCDEA'ß'C'D'E'  eine  abgefürjte  $»)ramibe,  wenn 
ne^mli^  Borau§gefe|t  ift,  ba|  bie  beiben  33iete(fe  ABCDE  unb  A'B'C'D'E' 
einanber  o§n(id)  ftnb. 

4)  ®a  bie  ©runbfläÄen  eine§  jeben  ObeIi§fen  na(^  9?ro.  1  in  ben 
Sßinfeln  übercinfttmmen  unb  ©reiche,  welche  gleiche  2Binfet  ^aben,  wenn 
ni(it  congruent,  bo(^  jebenfatlg  äbnlic^  finb,  fo  ift  vermöge  ^Jiro.  3  jeber 
breifeitige  Dbeligf  entweber  ein  ^ri§ma  ober  eine  abgefürjte  ^^ramibe. 

9Inm.  3)tc  Ülic^tigfeit  ber  legten  93ef}au^tung  folgt  auferbcm  anä)  au§  §.  11,  nad^ 
\^^e([i)cm  bie  Saittcn,  in  berten  fi^  brci  @^6cnen  fdjnetben,  entweber  alte  brei  paxaUil  finb, 
ober  [ic6  in  bem  net)mli(^ien  fünfte  l^ereinigen. 

§»  123.    Cc^rfa^. 

1)  2ßenn  man  bie  @eitenp(^en  eine§  Dbelisfen  ABCDEA'B'C'D'E' 
(<5ig-  58)  mit  einer  ben  @runbfiä(f)en  ^jaratlelen  Gbene  in  g(ei(^em  2tbftanbe 
üon  benfetben  bur(i)f(f)neibet,  fo  fd^lie§en  bie  S)ur(^f(^nitt§Unien  ein  SSieIed 
{ußydr')  ein,  beffen  (Seiten  ben  I)alben  (Summen  ber  gleii^Iiegenben  (Seiten 
unb  beffen  ^infcl  ben  gleic^üegenben  2BinfeIn  ber  beiben  @runbflä(f)en  be§ 
Dbeligfen  gleid)  finb.  —  9}kn  nennt  biefeg  9SieIe(f  (_ußyde')  bie  mittlere 
©ur(^fc^nitt§figur  be§  Dbeli§fen. 

2)  2Benn  man  au§  einem  beliebigen  fünfte  (f)  in  ber  ßbene  be§  mitt= 
leren  ®ur(i)f(f)nitt§  5)3arallelen  §u  ben  (Seitenfanten  be§  Dbeligfen  jie^t  unb 
bie  5punfte,  in  wellten  biefelben  bie  Sbene  einer  ber  beiben  @runbp(^en 
fi^neiben,  ber  9?eif)e  nad)  mit  einanber  Berbinbet,  fo  entfielt  ein  SSielec!  (abcbe), 
beffen  ©eiten  ben  I^alben  ©iffcrenjen  ber  g(ei(i;(iegenben  (Seiten  unb  beffen 
SBinfet  ben  glcic[)liegenben  2ßinfe(n  ber  beiben  ©runbpdien  be§  DbeliSfen 
glei(^  finb.  —  2)iefe§  33ie(e(f  (abcbe)  wirb  bie  ßrgdn§ung§figur  bei 
Dbeltgfen  genannt. 

3)  ®ie  (ärgänjunggfigur  wirb  immer  afg  biefclbc  erl)a(tcn,  au§  Webern 
fünfte  ber  mittleren  '5Dur(^fd)nittgcbene  unb  nad)  weldier  ber  beiben  ©runb= 
ftäd)en  bie  ^ßavaüclcu  mit  ben  Scitenfanten  beg  Dbeligfen  gebogen  werben. 
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23evüei§.     ®a  bie  (Sbene  ußyöt  \\  ABCDE  i[t,  fo  t[t  a\x^ 
aß  II  AB,  ßy  \\  BC,  y)  ||  CD   u.  f.  iv., 
fülgli^  SB.  aßy  =  ABC,   2ß.  /9y.)  =  BCD  u.  f.  w. 

®a  ferner  bie  @6ene  aßyif  na(|  ber  2iorait§]e|ung  Don  ben  Beiben  @6enen 
ABCDE  unb  A'B'C'D'E'  gteicf)en  9t6[tanb  ^at,  fo  i[t  ou(^,  wie  leidjt  ju  |ef)en: 

A«  =  A'«,  B/3  =  B'ß,   Cy  =  C'y  U.  f.  lö., 
foIgti(^  na(^  §.  114  ber  ^Planimetrie 

AB  -h  A'B'     ^  BC  +  B'C 

aß  =  — 2 — '  ßy  =  — 2 —  "•  ^'  ^• 

2)    Senn  man  aB"  \\  ßB  jie^t,  fo  ift  aud)  aB"  \\  tb,  weil  th  \\  ßB  i)or= 
au8gefe|t  ift,  unb  ba  ükrbie^  ta  ||  «A  ift,  fo  ift  na6)  §.15   Sbene    ath  \\ 
AöB",  folglich  au(^  bie  ©ur^fc^nittSIinie 

ab  11  AB 
eben  fo  finbet  man         ic  ||  BC,  cb  ||  CD  u.  f.  w. ; 
CDemna(^  ift  ju  j^olge  §.15 
S.  a6c  =  ABC,  beb  =  BCD  u.  f.  tt). 
2Beiter  ift  m^  §.  19,  3 

a!  =  A«    )  weit  bie   Sbene   aßySr ,    in  wett^er  ber 
if  =  B"u  j  ^Punft  t  angenommen  ift,  mit  ber  (Sbenc 
ABCDE  paraüel  ift 
unb  no(^  §.  13  2ß.  af6  =  A«B",  weil  ta  \\  «A  unb  tb  \\  aA"  ift; 


folglich  ift  A  obf^AB"« 

unb  ab  =  AB". 

9'Ja(^  §.  115  ber  ^Planimetrie  ift  afcer  AB",  alfo  a\x^ 

AB  —  A'B' 

«t  =   2 • 

(S6en  fo  finbet  man  ferner 

BC  —  B'c'     ^        CD  —  Cd' 
6c  = ,  cb  =  2 "•  ^  "^• 

®ie  ^ef)au^tung  (3)  aber  ift  an  \\^  tlax,  ba  SSielerfc,  wet(^e  in  aßen  ©ei= 
ten  unb  SBinfeln  übereinftimmen,  not{)Wenbig  congruent  finb. 

*§.  124.    Sc^rfa^. 

SBei  jebem  Dbeligfen  ift  bie  l^albe  ©umme  ber  bciben  @runb^ä(^en 
(G  unb  G')  gtei(^  ber  ©umme  au§  ber  mittleren  2)ur(|f^nittgfigur  (M)  unb 
ber  (Srgdnjung§figur  (E),  alfo  in  Qd^en 

93ewei§.  (|§  fei  §unä(^ft  ein  breifeiäger  DbeliS!  ABCA'B'C  (^ig.  77) 
gegeben  unb  aßy  bie  mittlere  5Durc^f(^nitt§figur.  ®ur(^  eine  @(fe  berfeifcen, 
«,  §ie^e  man  DD'  i|  BB'  unb  EE'  1|  CC',  ferner  burc^  bie  ©de  ß  FF'  ||  CC; 
bann  ift  bie  mittlere  ®ur{i)f(^nitt§figur 

aßy   =   EFC   =   ABC  —  BDEF  —  ADE 
unb  OUC^  aßy  =  E'F'C   =   A'B'C'  +  B'D'E'F'  —  A'D'E', 

folgli(^,  ba  BDEF  ==  B'd'E'F',    wie  tei(^t  ju  fe^en,  unb  A  ADE,  fo  wk 
au^  A  A'D'E',  glei(^  ber  ergän§ung§figur  ADE  ift : 

2aßy  =   ABC  +  A'B'C'  —  2ADE 
ßoppe'g  Stereometrie.    5.  Slufl.  4 
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ABC  4-  A'B'C' 
ober  2 ==  "ßy  +  ''^^^• 

®§  jei  fetner  ein  öierfeitiger  OBeIi§f,  ABCDA'B'C'D'  (gig.  78)  gege6en; 
—  man  lege  bur(^  eine  (Seitenfante  AA'  eine  tt)it(fü^r(i(|e  ®6ene  unb  er^ 
iüeitere  bie  ni(^t  bur(^  biefe  ^ante  ge^enben  (Seitenflächen  BB'CC'  unb  CC'DD', 
tig  fie  bie  (gbene  in  ben  5?anten  EE'  unb  FF'  bur(ftf(^neiben,  S)ann  ent= 
fielen  brei  breifeitige  Dfeetigfen  CEFC'E'F',  ABEA'B'E'  unb  ADFA'D'F'. 
SBenn  mir  nun  für  biefe  unb  ben  gegebenen  »ierfeitigen  D6e(i§fen  ABCDA'B'C'D' 
bie  mittleren  ®ur(^f(f)nitt§figuren  unb  bie  Srgänjunggfiguren  m^  3(n(eitung 
be§  i3orI)ergef)enben  §.  conftruiren  unb  auf  bie  fd^on  me^r  angenjenbete  2trt 
6e§ei(^nen,  fo  icerben  rair  ju  golge  be§  Bereits  für  ben  breifeitigen  06e(i§fen 
geführten  iöemeifeS  fe|en  fi)nnen: 

CEF  4-  C'E'F' 


2 
ABE  +  A'B'E' 

2 
ADF  +  A'D'F' 


=  yi(p  +  Cef 
=  aße  +  afce 
=  aSfp  +  a^. 


2 

©u6tra§iren  mx  bie  Reiben  legten  ®(ei(^ungen  üon  ber  erften,  fo  ergießt  fi(^ 

ABCD  +  A'B'C'D'  ^   ,.         .. 
-^ =  aßyd  +  a6cb. 

(SfJen  fo  tä^t  ft(^  baffette  für  einen  fünf=  unb  me^rfeitigen  06eü§fen 
bart[)un. 

2{nm.  1.  2ßir  ^a6en  un3  im  Setoetfe  btefeä  unb  be§  öor^erge^enben  §.  auf  ben 
galt  Bcfc^ränft,  ixselc^er  am  ^äufigften  Stntoenbung  finbet,  baf  fdmmtüc^e  Seiten  ber  einen 
©tunbftäc^e  größer  ftnb,  al§  bie  gteit^Iiegenben  (Seiten  ber  anbern  ©runbfläc^e.  2Kan 
luirb  fi(fi  jebüJ;  audi  in  jebem  Befonberen  gälte,  in  iwetcfiem  biefe  SSebingungcn  nic^t  er= 
füttt  fein  f Otiten,  leicht  bon  ber  3lt(^ttgfeit  ber  aufgeftettten  SSe^au^tungen  überseugcn 
fönnen. 

©inb  it)irfti(^  in  einem  OBeliSfcn  fammtltifie  ©eiten  ber  einen  @runbf(ä(^e  grofer, 
als  bie  gteic^tiegenben  Seiten  ber  anbern,  fo  folgt  au§  bem  testen  (Sage,  baf  bie  mitt= 
lere  ®ur(^fc^nittgfigur  fleiner  ift,  aI8  ba8  orit^mctifc^e  ÜKittel  ber 
®runbflä(f)en  um  bie  ©röfe  ber  (grganjungSfigur.  —  2)fan  öergleie^e  auc^  noc^  ben 
Settjeiä  beä  §.  169  unb  bie  3tnm.  2  ju  §.  172. 

2t  nm.  2.  9iennt  man  ctftge  Äör^er  ä^nüc^,  toenn  [ie  üon  ä^ntic^en  ^D(t)gDnen  ein« 
gefc^toffen  iverben,  unb  bie  (Srfen  beg  einen  ben  Scfen  beg  anbern  congruent  finb,  fo  lajfen 
fic^  leidet  folgenbe  Säge  eriDeifcn : 

1)  3n  äf)nti(^en  ^or^ern  finb  bie  a^^ntii^  liegenben  Tanten  unb  Settenftai^en  ^ro^ 
:portiontrt,  unb  ba  fi:^  biefe  toie  bie  Duabrate  a^nlic^  liegenber  Tanten  »ermatten,  fo 
fte^cn  düä)  bie  ganjen  OSerfitäc^en  in  bem  angejetgten  SBer^ttnif  ^u  einanber. 

2)  ®ie  @runbftä(^en  äf)nli(^er  ^tjramiben  ober  gSriämen  ber^alten  ft(^  nac§  (1) 
toie  bie  duabrate  jtoeier  ä^nlic^  liegenben  Seitenfanten ,  atfo  auc^  ttiic  bie  Duabrate 
ber  §ö^en,  ba  biefe  mit  ben  Seitenfanten  in  ä^nlic^en  rec^ttoinfltgen  ©reiecfen  liegen. 

3)  3Birb  eine  $t)ramibe  burc^  eine  ber  ©runbfläc^e  ^arattete  G6ene  bur(f)fc^ntttcn,  fo 
ift  bie  a6gef(^nittene  fteinere  5ßt)ramibe  ber  ganjen  ä§nti^.  (SSergt.  gig.  56  unb  §.  119.) 

2(nm.  3.  2fu(^  ber  fotgenbe  attgemeine  unb  merfwürbigc  Sag  mag  ^ier  noc^  eine 
Stelle  ermatten. 
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SSesetc&nct  man  bte  Qai)i  bcr  glac^en,  icelc^e  einen  ecEtgcn  ßBr^ser 
cinf(^Ite^en,  mit  F,  bie  Qa^l  feiner  ©den  unb  Tanten  6e5iet;Ii(^mitE 
unb  K,  fo  ift:  F  +  E  =.K  +  2. 

§ierBci  itiivb  jeboc^  borauggefe|t,  baf  bie  ^poli^gonc ,  luctc^e  ben  Äor:|3cr  Begrenjen, 
toon  ju[ammen^ängenbcn  gcBroc^encn  Sinien  eingef(i)tDffen  ixierben-,  (benn  für  einen  ilor= 
^jer,  njie  ben  bur(^  gig.  59  bargcftellten,  gilt  ber  ©a^  ni(f;t.) 

33 eh) ei 8.  2Bir  irollcn  irgenb  eine  ®rcn5p(i)e  beS  ^ör:)3er8  bie  crjie  nennen  unb 
bann  bie  übrigen  fo  ixteiter  säljien,  ba^  jebe  folgenbe  mit  ber  näc§ftborr;evgeI)cnben  eine 
Kante  gemeinfcf^aftlid;  fiat,  unb  ix^cnn  eine  felgenbe  glädje  mit  mef^reren  Dorf)ergct)cnben 
gemeinfc^aftüc^e  5?anten  Ijat,  fo  follcn  btefe  allemal  eine  5ufammenl)ängenbe  geBro(^ene 
Sinie  Silben.  ®iefe  Scbingung  be§  Qcil)knS>  ift,  n>ie  man  leidet  fielet,  allemal  ju  erfüllen, 
ben  oBen  angegetenen  StuSna^mcfafl  aBgerec^net,  für  iüelrfjcn  aBer  auä)  ber  ©a^  nic^t 
meBr  not^nsenbig  gilt.  6§  fei  ferner  bie  ^al)i  ber  Tanten  unb  ßtfen ,  iuelc^e  in  ber 
crften  gläc^e  liegen,  mit  K^  unb  E^,  bann  bie  Qa^  ber  Kanten  unb  ©den  in  ben  Beiben 
erften  ©rcnjfladjcn  jufammen  mit  K2  unb  E2,  in  ben  brei  crften  mit  K3  unb  E3  u.  f.  f. 
Bcjei(^net,  fo  netjmlirf»,  ba^  eine  Scfc  ober  Kante,  ineld^e  mefireren  @renjflä(^en  gemein; 
fd^aftticf)  ift ,  immer  nur  einmal  gejäfjlt  fvivh.  ^at  nun  ba§  erftc  5pDlt)gDn  a  ©eiten, 
fo  ift  K|  =  a  unb  E^  =  a,  alfo 

Kl  —  El    =^   0. 

S)a§  jttjeite  g5oIi)gon,  ivelc^eä  b  ©eiten  ^aBcn  mag,  liefert  nur  b  —  1  neue  Kanten 
unb  b  —  2  neue  Scfen ,  toeil  eä  eine  Kante  unb  ji»ei  (Sifen  mit  bem  erften  gemeinfc^aft; 
lid^  :§at.     ÜJemnaif;  ift  Kg  =  a  +  b  —  1  unb  Eg  =  a  +  b  —  2,  folglid; 

K2  -  E2   =    1. 

2Birb  je^  ba8  britte  5polt)gon ,  beffen  ©eitenjaljl  c  fein  mag,  tjinjugefügt ,  fo  icirb 
biefeg  entttjeber  nur  mit  bem  jiDcitcn,  ober  foiv)ol)l  mit  bem  ji^eiten,  aU  mit  bem  erften 
eine  Kante  gcmcinfc^aftlid;  I^aBen.  —  ^m  erften  gälte  liefert  eä  c  —  1  neue  Kanten 
unb  c  —  2  neue  ©den,  im  anbern  gaüe  c  —  2  neue  Kanten  unb  c  —  3  neue  Gden, 
alfo  jebenfaHä  liefert  cg  eine  Kante  mel^r,  aW  (Bdm ;  bemnac^  ift  offenBar 

K3  -  E3  =  2. 

3Kan  fic^^t  nun  fcBon  ganj  beutlid^,  ba|  au(^  bag  Dierte  5poIt)gon  eine  neue  Kante 
mel;r,  al§  neue  Sctcn  liefert,  (eg  mag  nun  nur  mit  b^m  brüten,  ober  mit  jiceicn  ber  toor« 
■(»ergc^enben ,  ober  mit  allen  brei  5ßoli)gonen  gemeinfc^aftlic^e  Kanten  ^aBcn ,  i»enn  nur 
üBcr|au:j5t  ber  Kijr^ier  met)r  aU  öier  ©eitenftSc^en  ^at) ;  unb  eS  ift  folglich 

K4  —  E4  =  3. 

Sluf  gleiche  SBeife  finbet  man 

K5  -  E5   =  4, 
(wenn  ne^^mlic^  ber  Kor^jer  mt^x  aU  fünf  ©renjftae^en  f^af),  —  unb  wenn  bcr  Kör^jcr 
üBerf)au:i3t  öon  n  5)]olt)gonen  eingefc^toffen  ift,  unb  öon  biefen  n  —  1  in  bcr  angegcBenen 
Slrt  »erBunben  finb:  Kn_i  —  E„_i    =   n  —  2. 

2Birb  nun  noc^  bie  Ie|te,  nte  ©renjfläc^c  :^injugefügt ,  fo  ift  ftar,  ba^  biefe  tueber 
neue  ©den,  noc^  neue  Kanten  liefert,  unb  eä  ift  ba^er  auc§ 

K„  — E„   -   n  — 2, 
ober  nac^  ber  oBen  angcgcBcncn  SSejcic^nunggweifc,  too  K^  =  K,  En  =  E  unb  n  =  F 
gefegt  ift,  K  —  E  =  F  —  2, 

alfo  K  +  2  =  F  +  E. 

©er  Borfte:^enbc  ©a|  l§eift  ber  (Suler'fc^e  unb  ber  fo  eBen  angeführte  fel^r  einfalle 
iöemeiä  bcffetten  ift  im  SBefenttic^cn  au§  ©runert'S  8f:§rB.  ber  ©tcreom.  entlehnt. 
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Sed)|ler  ^bfdmltt 

^on  bcn  tunken  Mötpetn* 


A.    SSom  (5;9l{ttt»cr. 

§.  125.    (grfläcuttg. 

2Benn  bte  ®runbflä(^en  etne§  ^ti§ma'§  regelmäßige  95iele(fe  finb,  unb 
man  benft  f{(^  bte  2tn5a()[  il)rer  (Seiten  fortw)äJ)tenb  tt)a<^^enb,  fo  näi)ern  fi(^ 
bie  ©runbflä^en  immer  me{)r  bem  Greife  unb  ba§  ^ri§ma  felbft  einem 
S^tinber.  —  Sin  S^ Unb  er  (^ßatje,  SSede)  ift  neljmlii^  ein  Körper,  vt>el(^er 
i3on  swei  paraöeten  Greifen,  aÜ  ©runbfld^en,  unb  einer  frummen  ^^läi^e, 
ttjetcEie  man  50? ante!  nennt,  eingefc^toffen  i[t.  ®er  5D?antet  ^ot  bie  (Sigen= 
f(^aft,  baß  \x<^  auf  bemfelSen  gcrabe  öinien  jietjen  laffen,  meiere  alte  unter 
[i^  unb  mit  ber  ^tje,  b.  t).  mit  bcr  Sinie,  tt3eI(J)e  bie  5D?ittel^3unfte  ber 
@runbftäd)en  »ert^inbet,  paratlel  [inb. 

®er  6t)tinber  C)eißt  gcrabe,  wenn  bie  9rj;e  AB  (^ig.  60,  a}  auf  ber 
©runbfiSt^e  fenfre(^t  [te^t,  fc^ief,  wenn  biefeg  ni(^t  ber  galt  ift. 

2[nm.  ©in  gcrabcr  S^Itnber  cnt^e^t,  itcnn  ein  SJedtteif  um  eine  ©eite, -alg  Sljc, 
gebre^t  toirb;  bie  gegenüBerlicgcnbe  ©ettc  BcfcfireiSt  ben  5KantcI,  unb  bie  Beiben  anbeten 
©eiten  Befc^rctben  bie  ©runbftät^en  beg  gerabcn  ßölinberä. 

§.  126.    3ufrt^. 

3lu§  ber  Bßr^erge^enben  Srfldrung  fotgt: 

1)  SBenn  man  einen  Si)linber  mit  einer  Sfcene  burc^frfjneibet,  welche  but(^ 
bie  3l£e  gel)t,  fo  ift  ber  ®ur(f)i(^nitt  ein  ^Parallelogramm;  (Beim  geraben 
ßi)tinber  ein  Dietfitcif). 

2)  2Benn  man  einen  ß^ünber  mit  einer  ben  ©runbpi^en  ^^araüelen 
@6ene  burc^fc^netbet,  fo  ift  ber  ®urd)f(^nitt  ein  ^rei§. 

§.  127.    3ufa^. 

1)  ®er  502antel  be§  geraben  ßi)Iinbcr§  ift  einem  9Ie(^tetfe  gleid^,  tt)el(^e§ 
bie  5peri^3f)erie  ber  ©runbftäi^e  §ur  ©runblinie  unb  bie  ^olje  be§  S^Iinber§ 
jur  ^5t)e  I)at. 

2)  3ft  bal)er  r  ber  ^JabiuS,  h  bie  §ö^e  be§  S^tinber§  (§ig.  60,  a), 
]o  ift  ber  gtdi^enin^alt  be§  ^DZantelS  M  =  2r7rh. 

23e«3ei§  ju  (2).  ®enn  ba§  dteä^M  ^at  jur  ^o^e  h  unb  §ur  ®runb= 
linie  bie  ^eri^)f)erie  2r;r  (§.  221  ber  Ip(animetrie). 

3lnm.  1.  2Benn  j.  58.  r  =  4',  h  =  5'  gegefien  tfi  unb  wix  flatt  n  ben  9Za§es 
TunggtDcrt:^  SVt  fe|ei^/  fo  ift 

M  =  2.  4.  5.31/7  =  1255/7  D'. 

9t nm.  2.  ©er  ÜKantel  be§  f (Riefen  g^tinberg  laßt  fid§  auf  clententarem  SBcge  nid^t 
Berechnen. 

SInm.  3.  SJennt  man  jixiei  gerabe  (E^Iinber  S^nüt^,  Voenn  i]§rc  ^ß^en  ft(^  ioic  bte 
SDurAmeffer  »crlialten,  fo  ergifit  \i<i)  leicht  noä)  golgenbeä: 

®te  @runbf(äc^en,  bie  SOJäntel  unb  fotgüi^  aud)  bte  ganjen  C6erfla(^en  stoetet 
a'^nli(i)en  geraben  S^ünber  »erhalten  fic^  iwie  bte  Quabrate  ber  ^o^en  ober  S)urc§meffcr. 
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B.    25om  Äcgcl. 

§.  128«    (grHätung. 

2B€nn  bie  @runbfid(^e  einer  ^i)ramtbe  ein  rcgelmä§ige§  SSielecE  ift  unb 
man  benft  \i6)  bie  Stnjat)!  ber  (Seiten  in'S  Unenbli(^e  iüad|fenb,  ]o  gel^t  bie 
®tunbf[ä(^e  in  einen  ^cei8  unb  bie  5)3i)ramibe  in  einen  ^eget  üfcer.  —  (Sin 
^egel  ift  net)mli(^  ein  Körper,  aeldier  üon  einem  Greife,  al§  ®runbp(^e, 
unb  »on  einer  frummen 'g-täi^e,  iweMje  Syjantet  Ijei^t,  eingef(^Ioffen  ift.  S)er 
SWantel  f)at  bie  ßigenf(^aft,  ba^  fii^  auf  bemfeifcen  gerabe  Sinien  jie^en  laffen, 
welche  fic§  alle  in  einem  ^untte,  bcr  ©^^i^e,  vereinigen.  ®ie  ßinie  AB 
(j^ig.  60,  b)  welche  bie  ©))i^e  mit  bcm  5D?itteIpunfte  ber  @runbfläd)e  »er= 
tinbet,  «)irb  Stgc,  unb  eine  Sinie,  au§  ber  @pi^e  nai^  einem  5J5untte  be§ 
UrafangeS  ber  ©runbpi^e  gejogen,  tvirb  ©eitenlinie  genannt. 

(Sin  ^egel  ^ei^t  gerabe,  wenn  bie  Stjc  auf  ber  (S}runbf(ä(^e  fenfred)t  fte()t. 

Slnm.  33cim  gcraben  i?egcl  finb  atle  ©citenltnien  glci(^  lang,  ietm  fc^iefen  Äeget 
I)a6cn  bie  (Seitenlinien  eine  Berf(^icbene  Sänge. 

(gtn  geraber  5?egcl  entfielet,  itienn  man  ein  re(£}h»inf{igcS  ©retecf  um  eine  Gat^ete, 
al§  Stje,  breljt;  bie  anbere  6atl;ctc  Sefi^reiBt  bie  @runbf(äc^e,  unb  bie  ^^^jotenufe  Ses 
f(^rei6t  ben  2Kantet  beä  geraben  Äegelä. 

§.  129.    3ufa^. 

S(u§  ber  toorljerge^enben  ®rf(ärung  folgt: 

1)  2Benn  man  einen  ^eget  mit  einer  SBcne  burd)f(^ncibet ,  njeld^e  hm6) 
bie  St^e  ge^t,  fo  ift  ber  ®ur(f)j(^nitt  ein  S)reie(!,  (Beim  gcraben  ^cget  ein 
g(ei(^f(^cnnige§  ©reied). 

2)  2Benn  man  einen  Segel  mit  einer  ber  @runbflä(^e  :parat(eten  ®6ene 
bur(^f(^neibet,  fo  erf)alt  man  jum  -©urd^fi^nitt  einen  ß'reig. 

®a§  toom  5?egel  afegefc^nittene  <BtM,  n)e((^e§  5tt)if(f;en  ber  ®runbf(ä(fje 
unb  bem  i^r  :parallelen  Greife  liegt,  {)eipt  ein  a6gefür§ter  Segel. 

§.  130.    3ufa^. 

1)  ®er  SOkntel  be§  geraben  Segel§  ift  einem  ©reietfe  gtei{^,  tt)el(^e§  bie 
(Seitenlinie  jur  .§ot)e  unb  ben  Umfang  bcr  (Srunbflädje  jur  (Srunblinie  ^at. 

2)  3ft  bal)er  M  ber  3nl)alt  be§  ajjantetg,  f  bie  Seitenlinie,  r  ber 
3?abiu§  ber  ©runbfCäc^e  (^ig.  60,  b)  fo  ift: 

IM  =  TTlf. 

SeiüciS.  1)  ©er  SDZantet  be§  geraben  Segel§  lä^t  \iä)  in  einen  Sret6= 
au§f(^nitt  aufrollen ,  ber  bie  Seitenlinie  jum  9iabiu§  unb  bie  ?Peri:pI)crie  ber 
(S)runbf(ä(^e  jum  23ogen  i)at.  ®er  2tu§fd)nitt  ift  aber  einem  ©reieife  glei(i), 
ba§  ben  DJabiuS  (tie  Seitenlinie)  jur  §oI}e  unb  ben  5Bogen  (Umfang  bcr 
@runbflä(^e)  jur  (Srunblinie  I)at. 

2}    ®ie  gormel   fiir  ben   ^uljatt   eine§   ®reie(f§   ift  nac^   §.   219   ber 

gJIanimetrie :  j  =  ^. 

3m  »orüegenben  gälte    ift    J  ==  M,  g  =  2m    (oermöge    §.    221    ber 

Planimetrie)  h  =  f,  alfo  M  =  -^-  =  mt 

3(nm.   1.     3fi  3.  93.  r  =  3"  unb  f  =  5",  fo  ift  (na^crungStoeifc) 
M=3.  5.  3V7-47V7D". 
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3tnm.  2.  ®et  Wlantd  bc§  f(^iefen  tcgctg  15§t  r«^,  fo  toie  befaKantel  begjc^ie^ 
fen  S^Iinbetg,  nur  mit  ^ütfe  bet  p^ern  SKat^ematif  Berechnen. 

2tnm.  3.  SiJennt  man  getabe  Äegel  ä^ntii^,  toenn  [xii)  i^re  §ol^en  njte  i^re  IDurd^s 
meffer  toer^attcn,  fo  irirb  man  ftc^  leicht  bon  ber  9ii(^ttg!eit  bc§  folgenbcn  ©a|eg  ü6er= 
jeugen  fonnen: 

2)te  ©runbfCäc^en,  bte  SKäntel  unb  folglich  aud^  bie  ganjcn  Oberflächen  ö^tt(^et 
gcrabcr  ßegct  ber^alten  [xä)  h)ie  bte  Duabrate  i^rer  §o^en  ober  ©urt^meffer. 

§.  131.    3ufa^. 

1)  ®er  50?antel  be§  geraben  afegefürjtcn  ^egel§  tft  einem  S^ra^eje  gtetc!^, 
tt)et(^e8  ju  ben  fceiben  :paratleten  (Seiten  bie  Peripherien  bet  @runbftä(|en  unb 
5ur  .ipo^e  bie  ©eitenünie  be§  abgefürjten  5?egel§  ^at. 

2)  ©inb  ba^er  r  unb  q  bie  $Rabien  bet  ©runbfiät^en  unb  i[t  f  bie 
(Seitenlinie,  jo  i\t  bet  3n§alt  be§  9)?antel§: 

M  =  (r  +  o)7if. 

23ewei§.  ®te  23e^uptung  (1)  ift  »etmoge  (1)  im  »ot^etgefienben  §. 
an  [i(|  Uax;  batou§  folgt  fogleic^  (2);  benn  naiS)  §.  219  bet  ^tanimettie 
ift  bie  §ormeI  für  ben  3nf)alt  be§  S^rapejeä 

wo  a  unb  b  bie  teiben  5|3aratte(en  unb  h  bie  ^ö^e  Bejeit^net.  §iet  ift 
J  =  M,  a  =  2r;t,  b  =  2ün,  h  =  f  ju  fe^en;  babutc^  üernjanbelt  fi(^  bie 
öorfte^enbe  formet  in: 

,        r2r7t  +  2o7i)f       2n(T  +  Qy 
M  =  ^ ^|— ^  =  —  2-^  =  nCr  +  p)f. 

3tnm.     3fl  j.  58.  r  =  5",  Q  =  3"  unb  f  =  A"  fo  ifl  (no^erungSweife) 
M=-8.  4.  3V7  =  lOOVrü". 

C.    SSon  bet  Äuget. 

§.  132.    erfläcung. 

(Sin  Körper,  beffen  ftumme  ©renjfläc^e  toon  einem  innetn  fünfte  ü6etall 
gtei(^  tüeit  abfteijt,  I)ei§t  eine  Äugel.  —  9}2ittelpunft  —  D?abiu§  — 
©utc^meffer. 

§.  133.    3ufa^. 

(Sin  ^puntt  liegt  innerhalb  ober  au^er^a(6  ober  gerabe  auf  ber  ^ugelfläc^c, 
je  na(^bem  fein  Stbftanb  üom  9)2ittelpunfte  fteiner,  großer  ober  efcen  fo  groß 
ift,  als  ber  9?abiu§. 

§.  134.    3ufa^. 

1)  (Sine  Sinie  fi^neibet  bie  Sugetp(^e,  Berührt  biefelBe  ober  trifft  fte 
gar  nit^t,  je  nai^bem  i^r  Stbftanb  üom  9)2ittelpunfte  fteiner,  at§  bet  9?abiu§, 
obet  efcen  fo  gro^,  ober  größer  ift. 

2)  S)affet6e  gilt  efcen  fo  oon  einer  (SBene. 

5)er  23ett3ei§  ift  gan^  ber  ne^mü(^e,  wie  für  bie  ä^nlic^  lautenben  23e= 
^auptungen  über  ben  ^reig  in  §.  128  unb  131  ber  panimetrie. 
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§.  133.    fic^rfa^. 

^er  ®ur(^fc^nitt  einer  (SSene  mit  ber  £ugelflä(^e  ijl  ein  ßrei§.  —  ®e^t 
bie  Sfcene  but^  ben  SKittelpunft  ber  ^ugel,  jo  ift  biefer  au(^  9)MtteI)5unft  be§ 
^eife§;  ge^t  ater  bie  (g6ene  be3  ®urd)^(^nitt§  ni(^t  bur(^  ben  ^gelmittel= 
punft,  fo  liegt  ber  9)?ittelpunft  beg  ^reifeS  in  bem  ^u§punfte  be§  au§  bem 
3)?ittelpunfte  ber  £ugel  auf  bie  ©urc^ji^nittäeBene  gefällten  öot^eg, 

23en)ei§.  SBenn  bie  ®ur(^f(f)nittge6ene  bur(^  ben  ^ugetmittelpunft  ge^t, 
fällt  bie  9?i(^tigteit  beg  (Sa|e§  in  bie  Stugen.  —  3m  anbern  %aüe  fei  M 
ber  iD2itteIpunft  ber  ^ugel  (§ig.  61,  a),  MC  ba§  2oti)  auf  bie  2)ur(f)f(^nittg= 
efcene,  A  unb  B  feien  jTOei  beUefcige  fünfte  beg  S)ur(f)f(^nittg  unb  na(^  ben; 
feiten  bie  9?abien  MA  unb  MB  gejogen.  ©ann  ftimmen  bie  rei^tttjinfeligen 
S)reie(Je  MCA  unb  MCB  in  ben  .^^^sotenufen  MA  unb  MB  unb  ber  gemein^ 
f(^aftli(^en  (E,at^äi  MC  überein,  folgli(^  ift  au(^  bie  anbere  ©atmete  CA  =  CB. 
ßten  fo  folgt,  ba§  olle  anbern  ^^unfte  beg  S)ur(^f(^nittg  üon  C  glei(^en  2tb; 
ftanb  i)aBen;  ber  S)ur(^f(i)nitt  ift  folglich  ein  £rcig  unb  C  fein  3)?ittelpunft. 

§.  136.    3nfa^. 

1)  ®te  ßinie,  tüd^e  ben  ^ugelmittelpunft  mit  ibem  3Kittetpunft  eineg 
^gelfreifeg  (eineg  ^eifeg,  beffen  $erip^erie  in  ber  ^ugelflöc^e  liegt)  bert)in= 
bet,  ftel)t  fenfre(^t  auf  ber  S&ene  beg  ^ugelfreifeg. 

2)  Sin  8otl)  auf  ber  Sbene  eineg  ^ugelfreifeg  in  feinem  9)?ittelpunfte 
errichtet,  ge^t  bur«^  ben  ^ugelmittelpunft. 

23eroeig.  23eibe  33e^auptungen  folgen  leitet  inbirect  ou§  bem  öor^ers 
ge^enben  §. 

§.  137.    3ufa^. 

1)  ^eife,  beren  3J?ittelpunfte  im  2)?ittelpunft  ber  ßuget  liegen,  finb  größer, 
alg  aUe  anbern  ^ugelf reife  unb  ^ei^en  größte  ober  ^ au ptf reife;  bie  an^ 
beren  nennt  man  fleinere  ober  ^fZebenfreife. 

2)  £ugelfreife  finb  gleii^,  ttjenn  i§re  (S6enen  gleic^  weit  toom  50?ittelpunfte 
ber  ßugel  abfielen;  fie  ttjerben  um  fo  f leiner,  je  weiter  fit^  il)re  (Sbenen  üom 
5D?ittelpunfte  ber  ^ugel  entfernen. 

2)ie  33  e  weife  finb  ganj  biefelben,  wie  für  bie  ä^nlic^  lautenben  (Sö|e 
über  bie  @e^ne  in  ber  Planimetrie  (§.  122  unb  124). 

*§.  138.    fic^rfa^. 

3)ur(^  üier  ?Punfte,  wel(^e  ni(^t  in  einer  (Sbene' liegen,  lö^t  fii^  allemal 
eine  unb  auc^  nur  eine  einjige  ^ugelp(^e  legen. 

23eweig.  ®ie  gegebenen  oier  ^punfte  feien  A,  B,  C,  D  (j^ig.  61,  b); 
—  man  lege  burc^  A,  B,  C  unb  buri^  B,  C,  D  eine  (Ebene,  beft^reibe  in 
ber  erften  einen  £reig  burc^  bie  fünfte  A,  B,  C  unb  eben  fo  in  ber  jweiten 
bur(^  B,  C,  D;  hierauf  ^albire  man  bie  beiben  gemeinf(^aftli(^e  ©e^ne  BC 
in  E,  werbinbe  biefen  ^untt  mit  ben  SKittelpunften  F  unb  G  ber  beiben 
^eife,  lege  bur(^  F,  E,  G  eine  (äbene  unb  jiel)e  in  berfelben  FH  J.  EF  unb 
GH  lEG;  —  bann  ift  ber  ©urc^fc^nittgpunft  H  biefer  beiben  Sot^e  ber  ^it- 
telpunft  ber  gefüllten  £ugel.  — 

®enn  nac^  ber  Sonftruction  ift  bie  ^ante  BC  J.  FE  unb  EG,  ba^er  au^ 
ßbene  ABC  unb  BCD  1  IIFEG;  unb  ba  HF  unb  HG  in  ber  fenfrec^ten 
Sbene  HFEG  fenfre(^t  auf  bie  Tanten  FE  unb  EG  gejogen  finb,   fo  finb  fie 
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au(|  «uf  ^en  SBenen  ABC  unb  BCD  fenfre^t.  9?un  ift  A  AFH^BFH 
^  CFH,  (weit  HF  =  HF  ==  HF,  AF  =  BF  =  CF,  2Bin!eI  AFH  =  BFH 
=  CFH  ift),  folgli^  ift  au^  HA  =  HB  =  HC.  Skn  fo  ift  A  BGH  ober 
CGH  ^  DGH  unb  ba^er  HB  ober  HC  =  HD.  ®emna(^  ge^t  eine  mit  einer 
ber  üier  glei(^en  Sinien  HA,  HB,  HC  ober  HD  aug  bem  SDlittetpunfte  H  U- 
fi^riefcene  ^ugelf(ä(|e  bur(^  bie  oier  fünfte  A,  B,  C  unb  D. 

©ine  jweite  ^ugelflä(^e  lä^t  fi(^  afcer  buri^  bieje  tiier  fünfte  nii^t  legen, 
iveiC  ber  t)?ittel^un!t  berfelSen  (ocrmöge  §.  136,  2)  in  jebem  ber  Reiben 
8ot(}e  HF  unb  HG,  alfo  in  i^rem  1)ur(^fd)nitt§^unfte  H  liegen  muf. 

2(nm.  UcBer  Äugeln,  i»e(c§e  [tc^  fi^neiben  ober  Berühren,  gelten  im  SOBefenttic^en 
btefet6en  SSeftimmungen,  \m  tmn  5^reifen  in  ber  Planimetrie  (§.  148 — 155). 

§.  139.    erfläcuttö. 

®er  £uge(burd)meff er ,  loeli^er  auf  ber  (S6ene  eine§  ^ugelfrcifeS  fenfrec^t 
fte^t,  (unb  alfo  vermöge  %.  134  burc^  ben  5Kitte(punft  beffel&en  ge^t,)  ^ei^t 
bie  Stje,  unb  feine  diib^unfte  (;ei^en  bie  ^ole  be§  ^ugelfreife§. 

§.  140.    3ufa^. 

1)  5paro(Ie(e  ^ugelfreife  ^aben  einerlei  'ä^e  unb  ^ote. 

2)  Segt  man  bur(^  bie  ^^ole  :parallcler  ^ugelfrcife  ^auptfreife,  fo  f(^nei= 
ben  biefe  oon  ben  5j3arallelfreifen  cil)nli(i)C  23ogen  ah. 

3)  ®ie  33ogen  biefer  Jpauptfreiie,  iocli^e  §tt)if(f;en  einem  5po(e  unb  einem 
^araÖeltreife  cntf)a(ten  finb,  ftnb  gfeidj. 

SeioeiS.  1)  ®er  ®ur(f)meffer,  n)e((^er  auf  bem  einen  ^araüelfreife 
fcnfrei^t  ift,  ift  aiiä)  auf  allen  anbern  fenfred^t  unb  ba^er  bie  gemeinf(^aftli(^c 
2(£e  fämmtli(^er  ^^araüelfreife. 

2)  2)ie  ßentriiüintet  ACB  unb  DEF  (^ig.  62)  ftnb  glei(^,  weit  i^re 
©(^enfel  ^jaratlel  laufen;  e§  ^o&en  bafier  au(^  bie  Sogen  AB  unb  DF  ju 
il)ren  5peri^l)erien  einerlei  3Serl)ältni§. 

3)  ®a  PC  =  PC,  2Q3in!el  PCA  =  PCB,  CA  =  CB  ift,  fo  ift  A  PCA 
^  PCB,  folgli(^  PA  =  PB,  unb  ba  in  congruenten  Greifen  ju  glei(^en  ©e^; 
nen  au(^  gleii^e  Sogen  gel)ören,  fo  ift  au(^  Sogen  PA  =  PB. 

Semerfung.  S)a  bie  £ugel  burc§  Umbrel)ung  cine§  Jg>al6freife§  um 
feinen  ®ur(^meffer  al§  Slge  erjeugt  unb  bie  ^cripl)erie  biefe§  ßalbfreifeg  al§ 
bie  (Summe  unenblic^  oieler  unenblic^  fleiner  ©eljnen  angcfel)en  werben  fann, 
fo  i)at  man,  um  ju  einem  2lu§bru(i  für  ben  3nl)alt  ber  ßugelfläc^e  ju  ge- 
langen, oor^er  bie  oon  einer  @cl)ne  Bei  ber  angegefienen  Umbre^ung  l^ejc^rie; 
bene  frumme  glö(^e  nal)er  ju  6etra(^ten. 

§.  141.    ßc^rfo^. 

SBenn  man  einen  .§at6frei§  um  feinen  ©urc^meffer  al§  9t£e  ^erumbre^t, 
fo  befc^reibt  eine  in  bem  Jpal&freife  gezogene  @el)ne  (AB  in  §ig.  65)  im 
3lllgemeinen  ben  9}?antel  eine§  abgefiirjten  geraben  ^egel§ ;  biefer  Kegelmantel 
ift  an  '^nljait  einem  S^linbermantel  g(ei(^,  ber  §ur  §ö^e  bie  §ö^e  be§  ah= 
gefürjten  ^egel§  (DE)  unb  jum  9iabiug  ben  Slbftanb  ber  @e{)ne  oom  90?it= 
tdpuntk  (CF)  l)at. 

Seweig.  9Jac^  §.  131  ift  ber  öon  ber  ©e§ne  AB  6efc§rieBene  abge= 
für§te  Kegelmantel  M  =  (AD  +  BEj  .  n  .  AB. 
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SBenn  man  nun  AB  in  F  ^altirt  unb  FG  ||  EB  jie^t,  fo  tft  (na^  §.  109 
ber  g>rantmetne)  AD+BE  =  2FG,  alfo 

M  =  2FG  .  n  .  AB. 

SSetfcinbet  man  ferner  no(^  F  mit  C  unb  jie^t  FH  1  EB,  fo  ift  A  HFB 
oo  GFC,  weit  Sffiinfef  FHB  =  FGC  =  90°  unb  2Binfel  HFB  =  GFC  ift,  in= 
bem  fceibe  ben  2JBinfei  CFH  jum  9?e(^ten  ergänjen.     ®emna(^  »erhält  ft(^: 

FB  :  FH  =  FC  :  FG, 
ober  ba  FB  unb  FH  bie  .^älften  üon  AB  unb  DE  finb: 

^  AB :  DE  =  FC  :  FG, 
ti30rau§  AB  .  FG  =  DE :  FC 

folgt.     §ierna(^  »erwanbelt  fic^  ber  obige  2Iu§bru(f  für  M  in 

M  =  2DE  .  FC  .  TT. 
®iefer  3(u§bru(f  fann  aber  (nat^  §.  127)   für   ben  ^n^alt   eine§   (Si)Iinber= 
mantel§  mit  ber  §ö^e  DE  unb  bem  9?abiu§  FC  gelten. 

®ie§  finbet  aud)  bann  no(^  ftatt,  wenn  ein  (Snb)5unft  ber  @e^ne  in  ben 
einen  Snb^junft  be§  S)ur($meffer§  fäüt,  ober  wenn  bie  @e()ne  bem  ©urc^meffer 
parallel  ift.  3^^  erften  gatle  Bef(^rei6t  bie  (Sef)ne  einen  ooüftänbigen  Äeget 
mantct;  ber  oorf)ergef)enbe  33cirei§  fann  aber  ot)ne  alle  weitere  SSeränberung, 
al§  ba|  bie  ^^untte  A  unb  D  je|t  in  einen  sufammenfatten,  beiBet)aIten  wer= 
ben.  3m  legten  gälte  wirb  bur^  bie  Bewegung  ber  '^<t\)m  unmittelbar  ber 
angegebene  S^tinbermantet  erjeugt. 

§.  142.    Scljrfa^. 

®ie  ^ugetoberjlat^e  ift  einem  ß^tinbermantet  gleich,  wetdjcr  ben  Umfang 
ber  ^uget  jum  Umfange  unb  ben  S)ur(f)meffer  ber  5?uget  jur  ^öf)c  t)at, 

23ewei§.  2:t;eitt  man  bie  t)atbe  5peri^t)erie  eineg  .Ipau^jttreifeg  in  eine 
beliebige  %.\\ioX){  gteii^er  Steile,  »erbinbet  bie  auf  einanbcr  fotgenben  St)eilung§= 
punfte  (§ig.  66)  unb  bejeii^net  ben  SIbftanb  ber  entftanßenen  ©el)nen  toom 
9)?ittetpunfte  mit  q  ,  fo  ^<i.i  man  für  bie  üon  biefen  ©et)nen  AB,  BD,  DE, 
EF  unb  FG  bei  ber  Umbrct)ung  um  AG  beft^riebenen  frummen  g-lai^cn  na(^ 
ber  D?ei^e  bie  2tu§brü(fe: 

2Ab  .  (JTT,   2bd  .  {JTi,   2de  .  p?»,   2ef .  Qn,  2fG  .  {in 
alfo  für  bie  ©umme  alter: 

S  =  2o7i(Ab  +  t)d  +  de  +  ef+fG) 
ober  S  =  2o7i .  AG  =  2p7r .  2r, 

wenn  man  ben  ©urc^meffer  ber  5?uget  AG  =  2r  fe|t. 

9Zun  wirb  man  offenbar  —  baburi^,  ba§  man  bie  ^eript)erie  beä  §alb= 
freifeg  in  met)r  unb  me^r  gteid^e  3:t)eite  tt)eilt,  —  ben  Slbftanb  o  ber  ©e^ne 
wom  90?ittelpunfte  bem  9fabiu§  r,  bie  oon  ben  @e^en  gebitbete  gebroi^ene 
ßinie  ber  falben  ^erip^erie  unb  bie  «Summe  ber  frummen  gtäi^en,  welche  bie 
einjelnen  ©e^nen  befc^reiben,  ber  ^ugetflä(^e  immer  näf)er  unb  beliebig  na§e 
bringen  fönnen,  unb  e§  wirb  folgtii^  ber  %vS)<x{i  ber  Äugetoberp(f)e  0  er= 
Ratten  werben,  wenn  man  in  bem  obigen  9lu§brucfe  für  S  an  bie  ©teile  bon 
j;  ben  9?abiu§  r  fe^t.     ®ann  ergibt  fi(^ 

0  =  2r7r  .  2r, 

ein  2tu§bru(f,  welcher  (no(^  §.  127)  für  ben  ^x^oXi  eine§  S^linbermantetg 
gelten  fann,  ber  ben  Umfang  ber  ^uget  %n  jum  Umfange  unb  ben  S)ur(^= 
meffer  2r  jur  .!g>öt)e  ^<\i. 
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§.  143»   3ufo^. 

3)tc  i^ormel  be§  toor^erge^enben  §. : 

0  =  2r7r  .  2r  =  Ar'^n 
Io§t  ft(^   au(^  ba^in  augfpret^en:    bie  ^ugeloScrfläi^e  tft   »termal  fo 
gro^,  al§  ein  ^au)3tfreig;   —  benn   bet   '^r\\)ait  be8  §au:()tfteife§ ,   ber 
natürlt(^  jum  9Jabiu§  r  Ijat,   tft  fcefanntli^   r'-^Ti   (§.  221   ber  Planimetrie). 

—  23ei  einer  .ipaifcfuget  ift  ba^er  bie  frumme  %lä6)i  gerabe  haß 
©o^jpelte  üon  ber  ebenen. 

2fnm.     3ft  j.  33.  r  =  6"  gegeben,  fo  ift  näl^erungghjetfe 
0==  4.  36.  31/7  -452V7D". 

§.  144.    &tUävnnq. 

(Sin  ©tü(!  ber  ^ugelpt^e,  vceldieg  üon  ber  ^erip^erie  eineg  ^ugelfreife§ 
Begrenst  lüirb,  f)ei^t  eine  ßalotte  (^au6e),  unb  ein  ©tü(f  ber  £ugeljlä(j)e, 
n)el(^e§  jwij(^en  jmei  parallelen  Äugelf reijen  liegt,  l)ei^t  eine  ^i^^^^  (®ürtel). 

§.  145.    3ufa^. 

S)ie  ßatotte  ober  3°"^  ift  ciii^n^  G^ünbermantel  gtei(^,  welcher  ben 
Umfang  ber  Äuget  jum  Umfange  unb  bie  §ö^e  ter  (Ealotte  ober  3one  jur 
^öt)e  t)at. 

2)er  ^etveiS  ift  bem  won  §.  141  ganj  ö^nlic^.  5DJan  mirb  fii^  ne^m= 
li(^  ben  Sogen,  burd)  beffen  Umbrcl)ung  bie  ßalotte  ober  ^om  feefi^rieben 
werben  fann,  in  eine  Beliebige  2tnjal)l  gleidjer  Steile  getljeilt  unb  bie  auf 
einanber  folgenben  S;^eilung§|3un!te  burc^  (Sel)nen  üerbunben  benfen  u.  f.  f. 

§.  146.    3ufa^. 

3ft  r  ber  9tabiu§  ber  Äuget,  h  bie  §ö§e  ber  ßatotte  ober  ^om,  fo  ift 
i^r  glä(^cninf)att  =  2rn .  h. 

23  e weis.  ®enn  2tti  ift  ber  Umfang  unb  h  bie  §ol)e  be§  ber  Salotte 
ober  3one  gtei(|en  6i)linbermantelg. 

Stnm.  9fuc^  bie  folgenbe  93cäicl}ung  ift  mcrfenäiBcrt^.  ®te  toon  bem  SSogen  AB 
(gig.  66)  Bef(firietcne  Kalotte  tft  naä)  bem  toor^erge^enben  §.  =  AG. 71  Ab  =  AG. 
Ab  .71  =  AB 2.  TT,  b.  ii.  bie  Satotte  ift  einem  Greife  gteiA,  i»et(^er  bie  ©e^ne  AB  jum 
9iabiu8  fcat.  ©0  ift  inäBefonbcre  bie  ^alhi  SugetfTä(^e  einem  Greife  gtei(^,  ber  jum 
9iabiu3  bie  ©e^ne  eineg  93ogeng  bon  90*^  Ijat,  unb  bie  ganje  5lugelftäcf)e  einem  Greife 
glei(^,  ber  ben  Äugclburi^meffer  jum  Stabiuä  ^at. 

23emerfung.  2Bir  wenben  un8  nun  ju  ber  2tufgabe,  ben  §lä(^enin^alt 
eineg  fp^ärif(^en  ®reic(!o  ober  23iete(f§  ju  berechnen.  (S^e  "mix  jebo(^  jur 
Stuflofung  biefer  Slufgabe  übergeben,  l)aben  ttjir  noä)  ben  folgenben  Sel)rfa^ 
■ocrau§§ufd)i(fen. 

*§.  147.    Sc^rfa^. 

©^mmetrifi^e  fpl)ärif(^e  ®rete^e  ^aben  gtei(|en  ^lä(^eninl)alt. 
93ewei§  1.     S§  la§t  fid)  lein  ©runb  angeben,  warum  ba§  eine  groper 
fein  foHtc,  al§  ba§  anbere. 

^Beweis  2.     ®ie   gegebenen   ®reiec!e   feien  ABC   unb   abc  (j^ig.  63); 

—  man  bilbe  bag  ju  ABC  gel)örige  förderliche  ©reierf  am  SOJittelpunftc  M 
unb  verlängere  bie  Äanten  beffelben,  bi§  fie  bie  Dberfiäc^e  ber  Äugel  jum 
jweiten  SÄale  in  ben  gsunften  u,  ß,  y  treffen.  S)ann  bestimmen  biefe  brei 
5punfte  ein  neue§  fpl)äri](^e§  ©reied  ußy,  wel(^e§  bem  ©reiede  abo  congruent 
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ift.  3Kan  benfe  \x^  ferner  hux^  bte  bret  ^Punfte  A,  B,  C  eine  (Siene  ge= 
legt  unb  in  biefer  burc^  bie  genannten  brei  5punfte  eine  ^rei§ünie  gejogen. 
©inb  nun  P  unb  n  bie  5po(e  biefe§  ^ugelfreife§,  unb  njirb  P  mit  fcen  fünften 
A,  B,  C,  n  mit  a,  ß,  y  bur(^  23ogen  bon  §au^tf reifen  werfcunben,  fo  ftnb 
junä^ft  (naä)  §.  140),  3)  bie  Sogen  PA,  PB,  PC  einanber  gleid);  ferner 
ift  ater  au(^  PA  =  tt«,  PB  =  nß,  FC  =  ny,  ba  bie  juge^örigen  6entri= 
winfet  Bei  M  ©(^eitetwinfel  finb.  ©emnac^  ift  auc^  na  —  nß  —  ny.  9Jun 
ftimmen  bie  teiben  ©reieife  APB  unb  aßn  in  allen  (Seiten  unb  2ßinfetn 
üBerein,  —  benn  bie  §uge()örigen  for:perlid^en  ®reie(fe  finb  ©(^eitelbreieife, 
—  unb  ba  bie  ®reie(Se  ABP  unb  aßn  jugleit^  gteic^f(^entelig  finb,  fo  finb 
fte  au(^  congruent.  —  2(u§  benfeifcen  ©rünben  ift  A  ACP  ^  ayn  unb  A 
BCP  ^  ßyn,  folglid)  auc^  A  ABC  =  ußy  =  abc. 

3n  ber  gigur  finb  bie  fünfte  P  unb  n  inner^atfc  ber  ©reietfc  ABC 
unb  aßy  »erjeic^net;  man  fie^t  inbe§  anwerft  Iei(^t,  ba^  ber  iöenjeig  fi(^  ni(^t 
wefentiii^  änbert,  wenn  jene  fünfte  in  eine  ©eite  ober  au§erl)alb  ber  S)rei= 
e(fe  faöen.  ^m  le^tern  gatt  würbe  man  üon  ber  ©umme  jmeier  glei(^fc^enfe= 
ligen  S)reie(fe  ba§  britte  (ober  biefe§  oon  jener  ©umme)  fubtra^iren. 

*§.  148.    ficl^cfrt^. 

3ebe8  f^prifi^e  'I)reie(f  üert)ält  fi(^  jur  I)aI6en  ^ugeIo6erfIä({)e ,  wie  ber 
Uefcerfc^u^  feiner  SSinfelfumme  über  ISO'^  fi(^  ju  360°  »erf)ält. 

23  e  weis.  ®ie  SBtnfel  beg  gegeBenen  S)reiecf§  ABC  (j^ig.  64)  feien 
in  ©raben  ouggebrürft  bur*  «(  =  A),  /9(  =  B),  y(  =  c),  bie  g(ä(^e  bc§ 
®reie(J§  felBft  f?i  mit  a  unb  bie  ^alBe  ^ugelp(^e  mit  0  Beseic^net.  S)a 
fic^  nun  ein  fpf)äri)(f)c§  '^'Kitkd  jur  l)at6en  ^ugelflät^e  offenBar  wie  bie  3*^^' 
feiner  @rabe  ju  180  tocrt)ä(t,  fo  ift 

a  +  b:0  =  /S:180 
unb  a  +  c  :  0  =  « :  180. 

ferner  ift  aBer  au(i^: 

a  +  d:0  =  y:  180; 
benn  ba§  ©reietf  d  ift  feinem  ©(^eitelbreie(f  gleii^ ,  unb   biefeS  Bilbet  mit  a 
ein  fp^drift^eg  S^^^i*^"^/  f"^   wel(f)eg  y  bie  "^aiji  ber  ©rabe  Bejeic^net.     2(ug 
ben  oBigen  5pro))ortionen  folgt: 


a  +  c   = 


180 

« 

18Ö 


a  +  d  =  :r^  .  0, 


unb  ^ieraug  bur(^  Stbbition: 

3a  +  b  +  c  +  d 
ober  ba  a  +  b  +  c  +  d  =  0  ift: 


180 

a+ß+y 
180 


•2a  +  0   =  -i8Ö--0, 

180 
atfo ,  wenn  man  Beiberfeitg  0  =  —^  .  0  fuBtra^irt: 
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^^=    18Ö -^ 

a  +  ß+y-180    ^ 
unb  a  =  3gö -^ 

ober  a:0  =  C«+/5+y— 180)  :  360. 

*§.  149.    3ufa^. 

Ttan  fiet)t  nun  auc^  leicht  ein,  iuie  bag  9Ser^ltnt§  ber  %lä^Q  eineS  6e= 
IteBtgen  f^prif(^en  23iele(f§  jur  ^atfcen  ^ugelfläcfie  burt^  feine  SBinfelfumme 
fceftimmt  ittirb.  ^at  ba§  33ie(eä  V,  beffen  2ßintelfumme  S  fein  mag,  n 
(Seiten,  fo  läpt  fii^  baffelbe  bur(^  diagonalen  au§  einer  ß(!e  nac^  ben  übrigen 
@(fen  gebogen  in  n  —  2  ®reie(fe  tf)eilen.  ®ieje  feien  A ,  B ,  C  .  .  .  .  L 
unb  i^re  9[ßinfelfummen  fcejie^lic^  u,  ß,  y  .  .  .  X.  ®ann  ift  na(^  bem  öor; 
l)ergel)enben  §. 

«— 180 


B  = 


360 
/?— 180 


0. 


fotglid^ 


A— 180    ^ 
^  =  -36^-^' 


(A+B+c) . . .  -fL  =  iu+ß-,r...-^^-c.-2^.m 

ober  ba  A+B  +  C  .  .  .  +L  =  V  unb  a+ß+y  .  .  .  +a  =  s  ift: 

_   s-(n-2)   180 
360 


Siebenter  ^bfednitt. 
un^  tunken  ^otpcx* 


A.    ^riSma  «nb  ©plinbct. 

§.  loO.    (grfläruttfl. 

3wei  ^or^er  f)ei^en  congruent,  wenn  fie  [i(^  fo  sufammen  legen  laffen, 
ba§  i§re  ©renjen  \id)  becfen. 

3vüei  £ör^er  njerben  glei(^  genonnt,  ttjenn  [ie  fi(^  in  bie  ne^mli(^en 
congruenten  ©tüife  jerfd)neiben  laffen,  alfo  au(^,  n^enn  in  ieiben  ber  ne§m= 
Ii(^c  britte  ^or)3er  gCei(^  ßietmol  entf)alten  ift. 
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23emertung.  SGBenn  wir  bie  ©ä|e  ü6er  bie  Songruenj  ber  ^or^et, 
in§  Sefonbere  ber  5p^ramiben  unb  5pri§men,  gänjüct;  übergeben,  fo  gef(^ie{)t 
bte|  bes^atb,  iüet(  bieje  ©ä^e  eine  weit  geringere  Stimenbung  finben  unb 
üfeerbie^  größere  ©c^wierigfeiten  barfiieten,  at§  bie  analogen  ©ä^e  ber  5plani= 
metrie  über  bie  ßongruenj  ber  ®reie(!e,  9]iere(!e  u.  f.  w. 

9Bir  [inb  in  ber  ^(onimetrie  bei  ber  33erglei(^ung  ber  Figuren  in  .ipinfi^t 
ber  ©rö^e  öom  ^Parallelogramme  ausgegangen  unb  ^aben  juerft  jwei  ^araüelo; 
gramme,  mit  gleicher  .^ot)c  unb  gleidier  ©runbUnie  ober,  ba  gleii^e  Sinien 
auc^  congruent  finb,  mit  gtei(i)er  §ii>()e  unb  congruenter  ©runblinie  mit  ein« 
anber  oergti(f)en.  255ir  beginnen  bem  gemä^  in  ber  Stereometrie  bie  2Ser= 
gleirf)ung  ber  £ör)>er  in  ^in[id)t  i^rer  ©ro^e  mit  bem  fo(genben  ©a|c,  bei 
weldjem  \\d)  inbe|  eine  größere  30?annigfaltigfeit  ber  ßer)d)iebenen  i^-älle,  al§ 
bei  bem  analogen  ©a^c  ber  Planimetrie  be^^alb  I)eraus[teClt,  weit  in  ber 
Stereometrie,  ni(^t  wie  bort  blo^  §wei  ®imen[ionen,  jonbern  alle  brei  2)i= 
menfionen  be§  9?aume§  5uglei(^  §u  bcrü(f[i(f)tigen  finb. 

§.  131.    fieljrfa^. 

^arallele:pi)3eba  mit  congruenter  ©runbj^äc^e  unb  gleidfier  §ol)e  [inb  gleicf). 

93ewei§.  Wlan  lege  bie  gegebenen  ^arallele^jipeba  fo  jufammen,  bap 
i^re  congruenten  ©runbpc^en  ft(^  bedenj  bann  werben  au(^  bie  gegenüber^ 
liegenben  ©runbfläcfien  naä)  b.  3Sorausf.  in  eine  (Ebene  [allen.  —  '^n  [inb  jwei 
§älle  möglitf):  entweber  biefe  beiben  ©runbftäi^en  EFGH  unb  KLMN  liegen 
jwifi^en  ben  ne^mli(f)en  ^parallelen  EL  unb  HM,  wie  bicfeS  5.  33.  bei  ben 
^parallelepipeben  ABCDEFGH  unb  ABCDKLMN  (gig.  67)  ber  %aU  i[t,  ober 
biefe  58ebingung  i[t  ni(f)t  erfüllt  (^^ig.  68). 

3m  erften  ^alle  (§ig.  67)  entfielen  jwei  breifeitige  ^ri§men  AEKDHN 
unb  BFLCGM,  wel(^e  congruent  finb.  ®enn  wenn  man  biefe  beiben  ^ixpn 
fo  jufammenlegt,  bap  bie  ©eitenp&e  BCGF  auf  bie  \i)t  congruente  @eiten= 
ADHE*)  fällt,  fo  wirb  ba§  ©reietf  BFL  ba§  congruente  ©reicc!  AEK  unb 
ba§  ®reie(!  CGM  ba§  congruente  ©reietf  DHN  Uden,  weit  biefe  S)reie(fe 
gegen  bie  auf  einanber  gelegten  §Iä(^en  BCGF  unb  .ADHE  an  ber  nel)mli(^en 
©eite  biefelbe  9?eigung  ^ben.  6§  fällt  bal)er  auä)  bie  ©eitenflä(^e  BCML 
auf  ADNK  unb  FLMG  auf  EKNH;  foIgli(^  finb  bie  breifeitigen  5pri§men 
AEKDHN  unb  BFLCGM  congruent.  —  ©ubtro^iren  wir  nun  junät^ft  ba§ 
breifeitige  ^riema  BFLCGM  Bon  bem  ganjen  toierfeitigen  ^ri§ma  ABLEDCMH, 
fo  bleibt  ba§  ^arallele))ipebum  ABCDEFGH  übrig,  unb  wenn  wir  bon  bem? 
felben  »ierfeitigen  ^risma  ba§  breifeitige  5pri§ma  AEKDHN  wegnel)men ,  fo 
bleibt  ba§  5parallele))i^ebunt  ABCDKLMN  übrig.  ®emna(^  ift  ^parallele; 
^ji^ebum    ABCDEFGH  =  ABCDKLMN. 

Sßenn  aber  §  weitenS  in  ben  ^parallele^i^jeben  ABCDEFGH  unb  ABCDKLMN 
(^ig.  68),  welche  bie  gemeinf(^oftli(^e  ©runbjiätfie  ABCD  unb  eine  gleiche 
^öl)e  Ijaben,  bie  oberen  ©runbftä(^en  EFGH  unb  KLMN  ni(^t  jwifc^en  ben= 
felben  parallelen  liegen,  fo  läft  \iä)  bur(^  Erweiterung  ber  ©eitenftäi^en  ein 
neues  ^aratlele))i))ebum  ABCDOPQR  bilben,  welches  mit  jebem  ber  gegebenen 
nac^  9iro.  1  fi^  üerglei(^en  läp.  SOZan  ert)ält  biefeS  ^arallele^ijsebum,  wenn 
man  in  bem  einen  gegebenen  5parallele:pi^ebum  ABCDEFGH  bie  ©eitenjläc^en 


*)    ®ie  gcgenü6erfie§enben  ©eitenfiadien   etne§   ^Parallete^i^sebumg   ABCDEFGH  finb 
naä)  §.  115  congruent. 
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ADHE  unb  BCGF,  aelc^e  burc^  ein  5paar  gegenüfeerfte^enbe  ©runbfanten 
AD  unb  BC  gel)en,  unb  in  bem  anbern  gegebenen  ^arallelepipebum  ABCDKLMN 
bie  ©eitenpd)en  ABLK  unb  DCMN,  roet(f)e  burc^  ba§  anbete  5ßaar  @}runb= 
fanten  AB  unb  CD  ge^en,  6i§  jum  ^ufa'tti^ei^treffen  erneuert.  3!)a§  fo  ent= 
ftanbene  ^aratle(epi:pebum  ABCDOPQR  ift  ju  j^otge  be8  in  S'Zro.  1  gcfüfirten 
23ett)eife§  bem  gegebenen  ^Parallelepipebum  ABCDEFGH  gteic^,  ba  e§  mit 
bemfetben  eine  gemeinf(^aftli(^e  ®tunbflä(^e  ABCD  unb  gleiche  ^bi)e  ^at  unb 
bie  fceiben  oberen  @runbj^ä(^en  EFGH  unb  OPQR  jwifi^en  ben  net)mü(^en 
^paralleten  HO  unb  GP  liegen,  ß&en  fo  ift  ba§  g>aratle(e))ipebum  ABCDOPQR 
bem  gegebenen  ^araltelepipebum  ABCDKLMN  nad)  9iro.  1  gtei(^,  ba  eg  mit 
bemfelben  eine  gemeinf(^aft(i(^e  @runbflä(^e  ABCD  unb  glei(^e  §ö^e  ^at  unb 
bie  bciben  oberen  ©runbpc^en  KLMN  unb  OPQR  5\üif(^en  benfelben  i^araUe; 
len  LO  unb  MR  liegen.  ®a  nun  ^innad)  ba§  ^aradele^jipebum  ABCDOPQR 
jebem  ber  gegebenen  gteic^  ift,  fo  muffen  biefe  an^  unter  \\d)  gleich  fein, 
^olgü^  ift  g5araaele:pi^jebum  ABCDEFGH  =  ABCDKLMN,  w.  5.  e.  tt). 

iöemerfung,  ©0  toie  fi(^  in  ber  5]3(animetrie  au§  ber  3Serglei(^ung 
ber  Parallelogramme  aiid)  bie  ber  ©rciecfe  mit  ßilfe  be§  ®a|e§  ergeben  ^at, 
baf  ba§  Parallelogramm  bur(^  bie  diagonale  I)albirt  wirb,  fo  bebürfen  toir 
in  ber  (Stereometrie,  um  oon  bem  ^arallelepipebum  jum  ^ri§ma  unb  jteor 
junö(^ft  jum  breifeitigen  über§ugel)en,  beg  folgenben  ©a^e§. 

• 

§.  152.    Sel^rfa^. 

®a§  ^paratteiepi^ebum  tt)irb  bur(^  bie  ©iagonalebene  ^atbirt. 

23ett3ei§.     3ft  erften§  ein  gerabeg  gJarallelepipebum  ABCDEFGH  (§ig. 

69)  gegeben,  fo  finb  bie  beiben  breifeitigen  ^ri§men  ABCEFG  unb  CDAGHE, 
in  welche  ba§  ^arollele^jijjebum  bur^  bie  ©iagonalebene  AEGC  jerf(f)nitten 
wirb,  offenbar  congruent. 

SBenn  aber  jweiteng  bag  gegebene  ^arallelepipebum  ABCDEFGH  (§ig. 

70)  fc^ief  ift,  fo  ftimmen  jttjar  bie  g^rigmen  ABCEFG  unb  CDAGHE  in  ben 
©eiten^ä(^en  unb  @runbflä(^en,  fo  wie  aud)  in  ben  SfJeigunggwinfeln  berfetben 
gegen  einanber  überein;  benno^  würbe  man  fi(f)  »ergeblic^  bemühen,  biefelben 
jum  S)e(fen  ju  bringen  *).  Um  nun  ju  jeigen ,  baf  fie  eine  glei(^e  ®rb^e 
:^aben,  üerwanbeln  wir  biefelben  in  gleict;  gro^e  gerabe  ^ßrigmen,  inbem  wir 
in  einer  ©eitenfante  AE  einen  beliebigen  ^imtt  K  annehmen  unb  burc^  bie= 
fen  eine  fenfrei^te  (gbene  legen,  welt^e  bie  ©eitenpc^en  beg  gegebenen  ^a- 
rallele^3i^)ebumg  ABCDEFGH  in  bem  g>araltelogramme  KLMN  Durdifc^neibet, 
hierauf  AE  fo  weit  oerldngern,  big  KO  =  AE  wirb ,  unb  bur(^  0  ebenfatlg 
eine  fenfrec^te  ßbene  legen,  weld^e  bie  erweiterten  Seitenflächen  in  bem  5^0= 
taüelogramme  OPQR  bur^fc^neibet.  ®ur(^  biefe  Sonftruction  entfielt  ein 
gerabeg  ^arallelepipebum  KLMNOPQR  unb  jwei  gerabe  5prigmen  KLMOPQ 
unb  MNKQRO. 

5«un  ift  5unä(^ft  bag  ft^iefe  ^rigma  ABCEFG  glei^  bem  geraben  KLMOPQ. 
®enn  fie  ^aben  bag  ©tücE  KLMEFG  gemetnf(|aftli^ ,  unb  bie  md)t  gemein= 
f(^aftli(ien  ©tücfe  ABCKLM  unb  EFGOPQ  ftnb  congruent.  S)a  ne^mlii^ 
AE  =  KO  gemalt  unb  be^^alb  auc^  BF  =  LP  unb  CG  =  MQ  ift,  fo  mu^ 
offenbar  aud^  AK  ==  EO ,  BL  =  EP  unb  CM  =  GQ  fein.     Segen  wir  nun 


*)   SDen  befonbem  gaC  aufgenommen,  baf  bie  Tanten  AB  unb  BC  unb  bie  an  ben= 
felben  liegenben  gläcl;cnttjinfel  gteid)  finb. 
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ben  ^ör^jet  EFGOPQ  \o  ouf  ABCKLM,  ba§  bie  ieiben  ®runbflä(|cn  OPQ 
unb  KLM,  welche  nac^  §.  111  congruent  ftnb,  [i(f)  bcrfcn,  fo  fäüt  au(^  bie 
(Seitenfante  EO  auf  AK,  FP  auf  BL  unb  GQ  auf  CM,  njeit  biefe  Sinien 
auf  ben  sufammengetegten  ®runbfiä(feen  nac^  ber  ßonftruction  fenfrc(f)t  fielen, 
unb  ba  biefe  Sinien  überbiep  eine  glei{^ie  Cänge  ^afcen,  fo  fäüt  au(^  ber  (gnb= 
^unft  E  auf  A,  F  auf  B  unb  G  auf  C,  alfo  aucf)  bie  ©runbflädie  EFG  auf 
ABC.  ®emna^  ift  ber  Körper  ABCKLM  ^  EFGOPQ.  3tbbiren  n)ir  nun 
ju  Reiben  ben  Körper  KLMEFG,  fo  ergiebt  ft(^  ba8  f(i)iefe  g^rigma  ABCEFG 
gteid)  bem  geraben  KLMOPQ. 

ßben  fo  finben  wir,  bap  ba§  frfliefe  ^ri§ma  CDAGHE  gleii^  bem  gera= 
ben  5pri§ma  IVINKQRO  ift. 

9?un  wirb  aber  m<S)  9?ro.  1  ba§  gerabe  ^aratlelepipebum  KLMNOPQR 
burrf;  bie  ©iagonalebcne  KOQM  r)albirt;  atfo  ift  ba§  gerabe  ^ri§ma  KLMOPQ 
gtei(^  fcem  geraben  ^ri§ma  MNKQRO,  unb  fotgüö)  ift  au^  baS  f(f)iefe  ?|3ri§ma 
ABCEFG  g(eid)  bem  fd)iefen  ^^rigma  CDAGHE. 

2tnm.  ®crgtctcf)en  ÄoritJcr,  t»te  bie  eBen  genannten  f(f)tcfen  §Prt8men,  \VQld)e  oon 
lauter  congruenten  unb  gegen  einanber  gtei(^  geneigten  ©renjflacficn  eingefdiloffen  loerben, 
unb  bennoc^  felBft  nic^t  congruent  ftitb,  Reifen  fi)mmetriicf)e  5Eör^3cr. 

§.  133.    1»cl)cfa^. 

5]Sri§men  mit  congruenter  ©runbpc^e  unb  gleii^er  Jpo()c  finb  gtei(^. 

Benjeig.  ©g  feien  §uerft  jwei  breifeitige  !^ri§men  ABCDEF  unb 
GHKLlvrN  (gig.  71)  gegeben;  man  (ege  bur(^  ^wd  ©eitenfantcn  AD  unb 
CF  be§  erfteren  unb  hmd)  bie  gtei(^üegenben  ©eitenfantcn  GL  unb  KN  beS 
anberen  (Sbenen,  lyeli^c  ben  gegenüberfte^enben  (Seitenfläd}cn  paraüct  finb,  fo 
entfielen  bie  beiben  giaraUetcpipeba  ABCODEFP  unb  GIIKQLMNR,  welche 
naä)  §.151  einanber  gleid;  finb,  weit  fie  gleiche  .^ö^e  unb  congruente  @runb= 
flä(^e  ^ben.  ®a  nun  bie  ^aratletepipeba  narf)  §.  152  tnxä)  bie  ®iagonaI= 
ebene  ADFC  unb  GLNK  ^albirt  finb,  fo  ift  folglid;  aucf)  g5ri§ma  ABCDEF 
=  GHKLMN. 

SBenn  aber  jiueiteng  jiDei  me^rfettige  5pri§men  gegeben  finb,  fo  laffen 
fi(^  biefelben  in  breifeitige  gJriSmen  mit  gteii^er  ^ö^e  unb  congruenter  @runb= 
f(ä(^e  jerf(^neiben ,  iwelrf;e  r\a6)  S^Jro.  1  einanber  gteict)  finb;  folglich  muffen 
auä)  bie  gegebenen  mel;rfeitigen  ^Prismen  einanber  glei(^  fein. 

§.  134.    Se^cffl^. 

^riSmen  mit  gleicher  §ö§e  unb  glei(^er  ®runbfiä(^e  finb  gtei(^. 

^eweig.  SBenn  gwei  ebene  giguren  einanber  glci^  finb,  fo  muffen  fi(^ 
biefelben  in  congruente  ©tücfe  jerfcfmeiben  laffen.  8egt  man  nun  burc^  bie 
2;^eitung§linien  Ebenen  mit  ben  ©eitenfanten  parallel,  fo  werben  bie  gege= 
Benen  ^ri§men  felbft  in  fleinere  gJrigmen  §erf(^nitten,  ivel(^e  g(ei(^e  ^ö(}e  unb 
congruente  @runbfiäc§e  ^aben  unb  fo(gIi(^  na^  bem  öor^erge'^enben  §.  gtei(^ 
finb.     i^olglii^  muffen  au(^  bie  gegebenen  ^Prigmen  felbft  einanber  gteicf)  fein. 

21  nm.  ®er  t)Drfte:§enbc  SSctoeiä  !5nnte  toieUcic^t  Beim  crften  SlnSlirfe  alä  ni^t  ganj 
grünbü(^  geführt  crfc^einen,  ba  man  fic^  aEcrbingä  jtoei  giguren  benfen  lann,  nsclc^e 
einanber  gleic^  finb,  o^m  ba§  e§  möglich  ift,  biefelben  icitllic^  in  congruente  ©tü(fe 
ju  jerf(^neiben.  3tEein  toenn  toir  unä  fragen,  icaS  toir  eigentlich  unter  gleiten  gigurcn 
berfte^en,  fo  tuerben  toir  :^ierauf  feine  anbete,  aU  bie  jweifac^e  Slntwort  geben  fönnen, 
enttoebcr:  folt^e,  in  toc^en  ein  unb  bicfelbe  gigur  gleich  »ielmal  enthalten  ift,  ober: 


—     64     — 

füllte ,  föel(^e  \iä)  in  bie  m^müä)in  congrucnten  ©tüiie  jerfc^neibcn  laffcn ,  —  iBO  bie 
legtere  Sintoort  bie  crftere,  at§  einen  Bejonberen  gall,  mit  in  \xä)  f(^Ue|t.  SBenn  ifir 
ba^er  giüci  giguren  a(§  gleic^  annehmen,  fo  benfen  totr  ung  biefetben  aU  aug  congrucn- 
ten ©tücEen  Sefte^enb,  i»Dna(f)  ber  oBige  SBctoeiä,  n>aä  bie  ©rünbüc^feit  ontangt,  at§  botI= 
fommcn  gerechtfertigt  erfi^eint. 

Sag  9Zef)jnIt(^e  ge^t  aurf)  aue  ber  folgenben  Uefcerlegung  ^ertoor:  —  ©a  ix»ir  in  ber 
2Katt)emati!  nur  nac^  ©rünben  fif)tie^en,  toeldie  in  f(f)cn  früher  alä  richtig  crEanntcn 
Sa^jr^eiten  entfialten  [inb,  fo  mu§  cg  mögtii^  fein,  bie  &Uid)^eit  ber  ©runbfiätfien  ji»eier 
^rigmen  au§  bcn  in  bem  Se^rbudje  enttialtenen  ©ä^cn  ber  ^Planimetrie  ju  crtoeiicn; 
entgegengefc^ten  galle§  tonnte  biefe  ©letc^^eit  ixienigftensi  für  une  I)ier ,  inbem  wir  bie 
(Stereometrie  na^  biefem  ßcl^riui^e  Be^anbeln,  feine  ©üttigfeit  !§aBen.  'Sinn  finb  aBer 
fcimmtltc^e  Säfee  üBer  bie  @tei(ii^eit  ber  eBenen  giguren  in  ber  2(rt  ertoiefen  ^  ba§ ,  toenn 
iüir  Big  auf  bie  teilten  ©rünbe  jurücfgefien ,  au§  bencn  bie  ©Icic^^ctt  folgte,  bie  ju  ber= 
glei(i)enben  gtguren  entiuebcr  iüirflicf)  in  congruente  ©tiide  jerfcfmitten  iuurben  ober  fi(f; 
alg  ©ummcn  ober  Sifferonjen  congruenter  giguren  ergaben.  —  Senfen  toir  un^  nun 
burcB  bie  für  bicfc  Seireife  crforberlicf)en  §i(fgtinten  ßBenen  ^sarallel  mit  ben  ©ettenfanten 
ber  jenigen  $ri§men  gelegt,  wclcbe  jene  gigurcn  ju  @runbf(äc^en  ^aben,  fo  »erben  bie= 
felBen  Orünbe,  icelc^e  un§  Don  ber  @Iei(f)^eit  ber  ©runbj^cicften  üBerjeugt  ^aBen,  fic^ 
auti)  auf  bie  burcf)  bicfe  ßonftruction  entflanbenen  $rigmen  »ermoge  §.  153  übertragen 
laffen,  iüorau§  bcnn  mit  9tott)ivenbigfeit  folgt,  ba§  ^^riömen  mit  gleichen  §5§en  unb  gici; 
ä)m  ©runbpäcfien  etnanber  gleicb  finb. 

^rigmen  mit  gleid)ct  Otuntftäc^e  öer^atten  [\^  toie  if)re  §ö§en. 

23eiöei§.  ®a  na(i)  %.  154  f(f)tefe  ^tiSmen  fi(^  bur(^  gerabe  ^rtgmen 
mit  gleicher  ^o^e  unb  ©runbftai^e  erfe|cn  laffen,  fo  wollen  xoix  um  größerer 
ßinfa(f)t)eit  ber  §igur  2Bitten  jnjei  gerabe  5|ßrigmen  P  unb  Q  (%xq.  72)  alä 
gegebene  annetwen.     3n  biefen  fei  atfo  ABC  —  EFGH,  unb  e§  »er^Ite  [tc^ 

AD:EK  =   3:5. 
S;§et(t  man  nun  AD  in  brei  unb   EK  in  fünf  gleiche  ^^eite  unb  legt  bur(| 
bie  SC^eilungg^unfte  ß6enen  ben  ©runbpc^en  parallel,  fo  tt»irb  bog  ^ri§ma 
P  in  brei  unb  Q  in  fünf  S£I)eiIe  getfjeilt,  nseli^e  (nac^  §.  154)  alle  einanber 
gleich  finb.     ®emna(^  »erl^ält  fi(^  auc§ 

P  :  Q  =  3:5  =  AD  :  EK. 

2t nm.     23ergl.  bie  Snm.  ju  §.  89. 

23emerfung.  2)a  m^  §.  154  ^PriSmen  mit  gleicher  ^ö^e  unb  ®runb= 
fläche  glei(^  [inb  unb  jebe  grablinige  §igur  (narf)  ber  ^Planimetrie)  fi^  in 
ein  9?eci)te(S  »erwanbeln  Iä§t,  fo  fann  jebe§  g^riSma  in  ein  rec^tminfligeä 
^Parallelepipebum  öertuanbelt  vrerben.  2Bir  loerben  ba^er  gur  2(u§meffung  be< 
?ßri§men  ü6ert)aupt  gelangen,  wenn  tvir  im  ©tanbe  finb,  ba§  rec^tminflig^e 
5)ßarallelepipebum  augjumeffen. 

§.  136.    etfläruttg. 

SBenn  man  einen  Körper  bur(^  einen  anbern,  at§  (Sin^eit  angenommenen 
Körper  gemeffen  {)at  unb  bann  ben  auSjumeffenben  5?Drper  (feiner  ©röpe  na(^) 
a(§  Benannte  3«'^^  au§brü(!t,  fo  ^ei^t  biefe  Benannte  ^a^  ber  3n^alt  be§ 
Körpers.  —  2tl§  (ginfieit  ttsirb  gewö^nU(^  ein  SBürfel  angenommen. 

Sißenn  im  folgenben  aug  ben  SOtaa^jaijIen  gciviffer  gegebenen  ßinien  ober 
i^täc^en  ber  ^n^alt  eineg  ^örperg  £ere(^net  werben  foll,   fo  i[t  attemat  toor= 
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auggefe^t,  ba^  bie  Öinicn  bur(^  bie  ^ante  be§  2Bürfet§  at§  Sängenein^eit  unb 
bte  (5tä(^en  bitrc^  bie  ©eitenpc^e  be§  SBürfetg  atg  ^-(äc^cnein^ett  gemeffen 
ftnb,  unb  ba^  [iifi  ü\\o  bie  gegebenen  3)caa^5a{)Ien  auf  biefe  ®ini)eiten  tejie^en. 
31  nm.  3"  ^™  ^'"  t)aufig[ten  Slnttenbunji  finbcnbcn  ^6r^ermaa|cn  geboren  fotgenbe: 
1  5?ufiffu§=  1728  tuHfscU. 
1  ßufctfäoII=  1728  i?uBiflimen, 
1  ÄuBüflaftcr  =108   tuttffuf,  (ein  SiÖTftt  ton   6'  ^öU,    6'    ?änge  unb   3' 

©rette). 
1  ©(f;ac6trut^e  =  144  tuBiffu^,  (ein  Äor^er  bon  12'  Sänge,  12'  S9reite  unb  1' 

^66e). 
1  ©*cffel  =  1%  ÄuBiffu^  =  3072  ÄuHfäoH. 
1  aKcge  =  Vi6  ©cfteffet  =  ^/g  tuBiffu^  =  192  ÄuBtfäoH. 

1  Duart   ober  ßanne  =  Vs    ^«§«  =  V27  ^«^'^["f  =  ^^  ÄufeifjoU   (=  einem , 
SSürfel  toon  4  3^^  §5'^0- 

§.  157.    ficljrfa^. 

S)ie  3^t)I  für  ben  3nl)alt  eine?  vcc^twintUgen  5paratlelc^5i)3ebum§  i»irb 
gcfunben,  iwenn  man  bie  3)Jaa95aMen  breier  in  einen  ^unft  jufatnmenfto^enben 
Tanten  —  (ßängc,  breite  unb  ^ßl)^)  —  in  einanber  multi^jlicirt. 

23eiwei§.  ®a§  nuSjumeffenbe  '^araQelepipcbum  fei  P  (^-ig.  73),  ber 
al§  Sinftcit  angenommene  äUürfcI  ^^';  bie  SOkaf  jaulen  breter  5ufammen[to^en= 
ben  Tanten  beg  ^araUeIe))i^ebum§  AB,  AC,  AD  feien  i)cjiet)li(^  a,  b,  c; 
mon  ma(^e  AF  =  AG  =  AH  =  ber  ©eite  be§  91>ürfel§  unb  lege  burdb  F 
eine  ber  ®runbfiä(f)c  CD,  bur(|  G  eine  ber  ©eitenflädjc  BD  unb  burc^  H 
eine  ber  ©eitenflädje  BC  :paraüele  ©bene;  bann  entfteljen  brei  neue  ^sarat(et= 
e^i)5eba  AL,  AM  unb  AN.  —  9?un  t)aten  bie  ^aralIelc|5ipebo  AE  unb  AL 
biefelbe  ©runbfiädie  ADOC;  fie  tier[)atten  fi(^  bat)er  (vermöge  §.  155}  \m 
i^re  .ipöfjen;  alfc  ift 

1)    AE  :  AL  =  AB  :  AF  =  a  :  1. 
®ie  ^aratlete:pipeba  AL  unb  AM  Imfcen  ebenfalls  eine  %lää)Q  ADQF  gemein= 
f(f)aftltd},  unb  toenn  man  biefe  al§  ®runbf(ä(f)c  annimmt,  finb  bie  zugehörigen 
Jpü()en  AC  unb  AG;  e§  Dcrbdlt  fid)  fotgtid) 

2)  AL  :  AM  =  AC  :  AG  =  b  :  1. 

ßnblid!  fann  man  AGRF  als  gemeinfd;aft(i(^e  ©runbflädje  ber  5]ßaralle(= 
epipeba  AM  unb  AN  unb  AD  unb  AH  al§  bie  jugeBörigen  ^oljcn  anfet)en; 
bann  erE;äIt  man  bie  5]Sro^ortion 

3)  AM :  AN  =  AD  :  AH  =  c  :  1. 

Stu§  ben  brei  tiorI)ergeI)enben  ©leid^ungen  folgt  na^  ber  Sieif^e: 

1)  AE  =  a.  AL, 

2)  AL  =  b  .  AM, 
33    AM  =  c  .  AN, 

njorau»  offenbar  AE  =  a  .  b  .  c  .  AN 

^erüovgeI)t,  ober  u^ag  baffelte  ift:  P  =  a  .  b  .  c  .  W, 
b.  i).  ber  SBürfel   ift  in   bcm   5para(lele^i)5ebum  a.b.  cmal   enthalten,   unb 
wenn  man  bie  ^a^l  für  ben  3n^alt  bc§  gJaraKele^^i^^ebumg  mit  J  bcjci(^net, 
fo  ift  fotgüdj  J  =  a  .  b  .  c. 

Slnin.     3fi  a  =  5,  b-=3,  c  =  4,  fo  ift: 

AE  =  5AL, 

AL  =  3AM, 

Soppe'g  ©tereomctrie.    5.  Suft.  5 
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unb  AM  =  4AN, 

folglich  AE  =  5  .  3  ..  4AN  =  60aN, 

alfo  ift  bie  ^a^l  tcg  ^nljalts  J  --=  60. 

23emertung.  CDen  üotljergetjenben  ©a^  fptic^t  mau  gmö^nlic^  furj  jo 
aii§:  „'Der  '^ni^alt  cineg  re(^ttMnf(igen  iparaüe(c)>ipebum§  i[t  gleid)  bem  ^ro^ 
buct  bteier  5ufammcn[tD§enben  itanten."  —  3te^nlt(f)er  Stbfürjungen  i»itb  man 
\i6)  aud)  in  ben  folgenben  Sä^en  bebienen. 

■Xia  bet  fo  eben  erwiefpnc  Sa^  tte  ©tunblage  für  bie  öe^te  öon  bet 
3tusme|jung  ber  Körper  iUerf)au)jt  bilbet,  fo  »oßen  wir  I)ier  noA  biejenigen 
Sö^e,  tt)e((^e  im§  ju  biefem  ßrgebntffe  gefü()rt  I}aben,  nacb  i^ret  JHet^enfoIge 
überfic^tticf)  sufammenfteden. 

@o  wie  wir  bei  ber  3Serg(ei(f)ung  be§  3"^^^^§  ebener  Figuren  in  ber 
•^lanimetrie  äuerft  geigten,  ba§  ^^araüeiogrammc  mit  gleic{)er  Jöö^c  unb  @runb= 
linie  gleii^  finb,  fo  ftellten  wir  in  ber  Stereometrie  juerft  ben  (Safe  auf: 

l]  iparallelcpipeba  mit  gicidier  £)ö()e  unb  congru enter  @runb  = 
flä(^e  finb  glei(f). 

®er  33emei»  biefe§  Safees  bot  taxnm  größere  ©(^wierigteit ,  als  bet 
35ewei§  be§  analogen  ©a^eS  in  ber  'Planimetrie  Dar,  weil  bie  @runbflö(^en, 
welche  ben  jum  ®eden  gebracf>ten  ®runbflä(^en  gegenüberliegen,  cntweber 
jwifi^en  benfclben  '4>arallelen  liegen  ober  biefem  ni(f)t  t^un.  —  2öir  fc^alteten 
bann  ben  Äülfsfals  ein: 

2")  2)00  ^arallelepivebum  wirb  burc^  bie  2)iagonalebene 
^albirt. 

9Iuc^  l)ier  war  ber  ^öeweiö  fc^wieriger  ju  führen,  als  h<ii  bem  werwanbten 
©afee  ber  'Planimetrie,  inbem  bie  beiben  breifeitigen  i)}riömen,  in  rodd^t  taä 
5J}aralIelevipebum  hwvS)  bie  ©iagonalebene  getl)eilt  wirb,  nii^t  allemal  jum 
1;e(fen  gebracf)t  werben  tonnen,  fonbern  in  ber  tHegcl  nur  f^mmettifcb  finb. 
BD^it  Äülfe  biefeg  Safee^  Ik^  \\<i)  aber  weiter  jcigen,  ha^ 

3)  '^ri§men  mit  gleicher  .v>öl)e  unb  congruenter  ®runbflä(f)e 
glei^  finb, 

inbem  junädjft  breifeitige  i)]rigmen  fic^  al»  bie  ^bdlften  gleii^er  i^>araUel- 
e^jipeba  barftellen  laffen,  unb  meijrfeitige  5|ßti§men  in  breifeitige  jerfi^nitten 
werben  fönnen. 

33i§  ^ierl)er  waren  nur  iJ>araUelepipcba  ober  ijßriömen  mit  congtuentcn 
®vunbflo(^en  r^erglic^en  worben.  2Beil  wir  aber  jwei  ^■iS"'^^"  S^^'<^  nennen, 
wenn  fie  aus  congruenten  Stücfen  beftel)en,  ober  bocf)  f)ierau§  befte^cnb  ge^ 
bac^t  werben  fonnen,  fo  ergab  fi(^  au(^  fofort  aus  bem  ßorf)erge^enben  ©afee 
bie  Jttic^tigfeit  beä  folgenben  allgemeineren  3a^e§ : 

•i)  3"'^i  ^^^i^n^C"  "lit  gleicher  Joö^e  unb  gleichet  @runbftä(^c 
finb  gtei(^. 

3)enn  ba  bie  gleii^en  @runbfläd)en  fid;  in  congruente  Stüde  §erf(^neiben 
laffen,  fo  fönnen  bie  beiben  £örpcr  felbft  in  '^rismcn,  wetd)e  gleiche  ßö^en 
unb  congruente  ©runbfläd^en  l)aben,  alfo  naä)  'ülxo.  3  glcic^  finb,  jert^eilt 
werben.     SS  folgte  nun  weiter  ber  oo|: 

5)  ^^ri§men  mit  gleid)er  @runbfläd)e  üerf)alten  fid)  wie  i^re 
Wo^en, 

weld^er  eben  fo  erwiefen  würbe,  wie  ber  »erwanbte  3a^  in  ber  ^Planimetrie, 
^a^  fic^  Diei^tede  mit  glei(^cr  ,§öi)e  wie  i^re  ©runblinien  »erfjalten.  —  3Kit 
Äütfe  biefe§  Safeeö  würben  wir  enblit^  in  ben  Staub  gefegt,  ben  öauptfofe: 
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6J  3)cr  3n^alt  beö  i-c(f)tiuinnigen  ^sarallclepi^jebumö  i[t 
gleich  bctn  5|>rDbucte  breter  sufammcnftofeenben  Tanten, 

in  ganj  ä{)nlic^cr  2lrt,  wk  Den  ©afe  über  bie  Stugmeffung  bcg  D?e^te(f§ 
in  ber  Planimetrie  ju  eritteifen. 

§.  158.    3ufa^. 

!Der  ^n^lt  einc§  SBürfelg,  iücl(^er  bie  Äante  a  I)at,  ift 
J  =  a  .  a  .  a  =  a^. 

anm.  ©ieje  Jöciieljung  ift  aScranlaffun^  geworben,  eine  jebc  trittc  ipotcnj  einen 
Äu6ug  ju  nennen.  (Sä  brücft  ncl}mlid},  luie  man  fo  eben  gefeiten  ()at,  bie  bvittc 
-i^oten^  einer  3a§l  bcn  ^nfialt  eines  9Bürfe(§  aug,  beffen  Seite  bie  gegebene  3a()l  jur 

§.  139.    ;3ttfa^. 

1)  9?ac^  S-  157  ift  ber  3nl)alt  eineS  rec^twinfligen  g>araUe(e^ipebum§ 
J  =  a  .  b  .  c  =  a  .  (b  .  c),  unb  ba  b  .  c  offenbar  ben  3nl)alt  ber  ©runbfläc^e 
auäbriiift,  fo  fann  man  and)  jenen  ©a^  bafiin  auäfpreö)en:  ber  3"^«^^  ^^"^^ 
re(^ttt)infligen  ^araüelepipebnmg  ift  q(ei(^  bem  5]Srobucte  an§  Jpotje  unb  ©runb^ 
flä^e.  —  ÄierauS  folgt: 

2}  ®cr  3nl)alt  eincS  jeben  ^^rigma's  ift  gleic^  bem  ^robncte 
au§  ^öl)e  unb  ©runbfläc^e. 

Sienn  jcbe§  ^ri§ma  ift  (nacf)  §.  154)  einem  rc(i)t>üintligen  ^aralleU 
ci5i^)ebum  gleid),  ba§  mit  it)m  gleiche  ßöf)e  unb  ®runbfläd)e  l)at,  unb  für  ba8 
ret^tminfligc  ^arallelepipebum  ift  ber  ©atj  fo  eben  erliefen. 

3lnm.      3ft  j.  25.  üon  einem  5j5ris!ma  ber  ^nf^alt  ber  ©runbfiä(^c  =  145  D'  unb 
bie  §ßl)e  =  9'  gegeben,  fo  ift  bcv  förjjerlic^e  3nl;a(t  be§  ^rignta'» 
=  9.145=  1305  tubiffu^. 

§.  160.    3ufa^. 

3tu^  bem  öor^erge{)enbcn  §.  folgt: 

1)  3tuei  i^rigmcn  finb  gleid),  toenn  bei  il)nen  bie  ^^robuctc  au§  fiiö^e 
unb  ©runb^ädje  gleid)  finb,  ober,  wa§  baffelbe  fogen  will,  wenn  \\<i)  bie 
©nmbpc^en  umge!el)rt  \m  bie  §öl)en  ßerl) alten. 

2)  ^xm  '^riSmen  i>er()aUen  fic^  ju  einanbcr  \vk  bie  '^robucte  ou§  ßö^e 
unb  @runbflä(^e. 

§.  161.    «cljrfa^. 

®er  3n^(t  eine»  C?v)(inber§  ift  bem  '^robucte  au§  öi)l)C  unb  ®runb= 
^ä(i)e  g(ei(|. 

58ett»ei§.  ®er  ß^linber  fann  at§  ein  ^^rigma  uon  unenbli(^  ijielen  «Seiten 
angefef)en  vrerben;  unb  von  ^rigmen  gilt  ber  iSats  nac^  §.  159. 

§.  162.    Sluföobc. 

Siug  ber  .^ö^e  h  unb  bem  JHabiug  r  ber  ©runbfläcl^e  ben  ^^n^alt  J  beg 
6i)Iinberg  ju  berechnen. 

Slufl.  ®er  3nl)alt  ber  ®runbfläd)e  ift  (na^  §.  221  ber  Panimetrie) 
=  v^n]  multiplicirt  man  biefen  21ugbrud  mit  ber  ipöl)e  h,  fo  ergibt  fi(^  ber 
gefud)te  3n§alt  J  =  r^Tih. 

3lnm.  Sßenn  v  33.  r  =  3',  h  =  5'  gegeben  ifi  unb  ^Tjir  ftatt  n  ben  3Zäf)erung§= 
ttjcrtf)  3^7  K^f",  fo  ift 

J  =  9  . 5  . 3  Vt  =  1413/:  (^ubiffui). 

5* 
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B.    ^pramtbc  unb  Äcget. 

*§.  163.    «c^cfa^. 

!Die  aBgefürjte  ^^ratntbe  i[t  fleinet  al§  ein  ^ri^mo,  ba§  mit  i^t  glei(^e 
,^öf)e  unb  bie  größere  it)tet  ©runbflädjeu  jur  ®riinbjlä(f)e  I)at,  unb  größer 
at§  ein  ^tigma,  ba§  biefelbe  .^o^e  unb  bie  fleinerc  ®runbflä(^c  t)at. 

23etüei§.  ®ie  aBgcfürjte  ^:pi)ramit)C  jei  ABCDEF  (gtg.  74);  —  §ie^t 
man  in  ben  S&enen  ber  @eitenp(^en  BADE  unb  BCFE  bie  Sinien  DG  unb 
FH  li  BE  unb  legt  buri^  biefe  parallelen  eine  Sbene,  \vzl6)^  bie  erweiterte 
oBere  ©runbpdje  in  GH  i(^neibet,  fo  ift  offenbar  bie  aSgefürjte  ^^wamibe 
ein  Streit  be§  cntftanbenen  ^ri§ma'§  GHBDFE.  25enn  man  bagegen  AL 
unb  CM  II  BE  5ie[)t  unb  burd)  biefe  ^araüeien  eine  (56ene  legt,  fo  ift  ba8 
^Prisma  ABCLEM  nur  ein  Z\)qH  bcr  aOgefürjten  ^^ramibe  ABCDEF. 

3n  ber  '^igui^  ift  eine  breifeitige  ^»ramibe  bargefteüt;  bcr  ©a^  tä§t  fii^ 
aBer  auf  äfjnli^e  3(rt  au(^  für  mcfjrfeittge  '5pi)ramiben  bartE)un;  er  folgt  in= 
be§  aud)  au§  bem  fo  eten  üon  ber  ßrcifeitigeu  ^i)ramibe  ßnviefenen,  ba  \i<^ 
me^rfeitige  ^i)ramiben  unb  ^ri§men  bur(^  ©iagonatebenen  in  breifeitige  §er= 
f(^neiben  toffen. 

§.  164.    Ccbrfa^. 

^ijramiben  mit  g(ei(Ser  ,!pö^e  unb  @runbfläd)e  finb  gleid^. 

^ewei§  1.  2ßenn  man  Beibe  5]ßi)ramiben  (§ig.  75)  in  einem  g(ei(^en 
2tbftanbe  öon  ber  Spi^e,  ber  mit  k  bejeii^nct  fein  mag,  burdjfdineibct,  fo 
ftnb  bie  ^urc§fd}nitte  gteic^.  ®enn  nad)  §.  119  üerf)alten  fi(^  bie  ®ur(^= 
fÄnitte,  bie  c  unb  c'  fiei^en  mögen,  ^u  ben  ©runbftäi^en  g  unb  g'  ber  gan= 
jen  ^t)ramiben,  wk  bie  Quabrate  ber  2(bftänbe  üon  ber  ©pi^e;  atfo  wmn 
bie  gleid)en  ^bl)m  ber  ganjen  ^t)ramiben  mit  h  bejeii^net  ftnb: 

c  :  g  =  k2  :  h2 

unb  c' :  g'  =  k2 :  h^, 

folglich  c  :  g  =  c'  :  g'. 

S)a  aber  nai^  ber  Stnna^me  g  =  g'  ift,  fo  mu§  a\x6)  c  =  c'  fein.  — 
®a  nun  beibe  ^ijramiben  gteidje  §o§c  Ijabin,  unb  jebegmal  gleit^e  ^Durc^- 
fd)nitte  entftet;en,  wo  man  aud)  immer  bie  5pi)ramiben  —  in  gteid;cm  2(b= 
ftanbe  öon  bcr  ©pi^e  —  burd;f(^neiben  mag,  fo  fonnen  offenbar  bie  ^^ra= 
mibcn  in  it^rem  3"^fifte  nidt  tion  einanber  ocrfdjtcbcn  fein*). 

*5Bett3ei§  2.  2öenn  man  bie  gleit^en  Äoben  ber  gegebenen  ^wramiben 
in  eine  beliebige  2tnjal)t,  §ier  j.  33.  in  fieben  g(eid)e  Steile  tljeitt  unb  bur(^ 
hk  S£[)eitung§punttc  Sbenen  ben  @runtf(äc§en  parallel  legt,  fo  I)aben  bie 
cntftanbenen  ©urdjfc^nitte  nac^  bem  Dbigen  in  beiben  ^>t)ramiben  biefelbe 
@rö§e  unb  mögen  bem  jufolge  mit  einerlei  Sud)ftabcn  a,  b,  c,  d,  e,  f  unb 
bie  @runbf(ä(^en  felbft  mit  g  be5ci(^nct  fein.  Uebcr  biefen  ©urdjfdjuitten  al§ 
®runbfläd}cn  benfe  man  fid)  '^rigmen  crridtet,  welche  fämmtlid)  Vt^  Ji»-'  ^'^^^ 
^aben.     ®iefe  5pri§men  feien  nad)  ber  9?ei^e  «,  ß,  y,  d,  f,  L,  / . 


*)  ©iefer  9Sewei3  ift  jttjar  ni6t  ganj  ftrcng,  aber  oollfommen  lUerjeugenb.  ®enn 
iJZiemanb  tt>trb  üöcr^au^t  an  ber  ©(ctä^eit  jwcier  l?ür^5cr  ji»etfeln,  tcenn  fie  in  trgenb 
einet  Ölleitung  gteic{)e  §o^e  §aben  unb  in  gleii^crt  Slbftänben  öon  ben  Sitben  btefer  §o£)en 
burc^fc^nittcn  immer  gteii^e  üDurc^fc^nitte  liefern. 
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SfJun  ift  nac^  bem  öorf)erge^enben  §.  in  Beiben  gegebenen  5p^ramiben 

bte  ober[te  abgej(^mttene  fleine  ^^ramibe <  a, 

=    jtveite  '  (abgefürstc)  gs^tamibe <  ß, 

'    britte  =  =  -        <  y, 


bie  fiebente  aBgejd)nittene  (afegefürstc)  ^i)ramibe <  >?. 

5)emna(^  ift  offenbar  fott)el)i  bie  eine  i»ie  bie  anbete  gan§e  ^t)ramibe 

^Dagegen  ift  ebenfalls  nad)  bem  üor^erge'^enben  §. 

bie  jnjeite  abgeft^nittene  (abgefüvjte)  5pt)vamibe >  a, 

'-    britte  =  =  =       >  ß, 


bie  fiebente  at)gef(f)nittene  (abgcfürjte)  5)5i)ramibe >  C, 

fo(gti(^  finb  um  fo  mef)r  bie  gansen  ^i)ramiben,  (ba  no(§  Bei  jeber  bie  oBerfte 
!leine  5p^ramibe  ijinju  fommt): 

>  K+z^+y+t^+f  +  r. 
§ierna(^  finb  beibe  ^wramiben  jmifd^en  §n)ei  ©renjen 

unb  «  +  /^  +  y  +  (54-f-i-- 

ent^alten,  welche  fii^  um  77  üon  einanber  unterf(^eib3n,  unb  eg  muffen  folglii^ 
bie  5pi)ramiben  felbft,  ba  fie  jivif(^cn  jenen  ©renjen  liegen,  um  lücnigcr  a(g 
t]  üon  einanber  »erfd^ieben  fein.  ®a§  ^riSma  /y  \)<xi  bie  ©runbjTädie  g  unb 
bie  ßö()e  ^/-h,  alfo  ben  %\^<x\i  ^'jgh.  Sejeic^net  man  nun  bie  eine  ^i)ra= 
mibe  mit  P  unb  bie  anbere  mit  P',  fo  ift  folglid)  (abgefeljen  toom  SSorjei^en) 

P  -  P'  <  Vrgli- 
S^hiiz  man  bie  S^VojZW  ber  ^«ramiben   ni(^t  gerabe   in  7,    fonbern  über^au^st 
in  u  glei(^e  %^^\\^  gct^eilt,  fo  ujürbc  man  —  auf  gan§  gleit^e  2ßeife,   wie 
im  9SorC)erge^enben  —  offenbar 

P  —  P'  <  i/„gh 
gefunben  ^aben.  9?un  fann  aber  n  jebe  beliebige  (gauje)  3^^^  bejeidinen, 
unb  man  njirb  foIgli(^  n  immer  fo  gro^  annet)men  tonnen,  ba§  ba§  ^robuct 
i/„gh  fleiner  wirb,  a(g  jebe  irgenb  gegebene  noc^  fo  fleine  3^^^)  "'^  fo  "^^^i^ 
muf  folglich  bie  ®ifferenj  P — P'  tleiner  fein,  al§  jebe  no(^  fo  fleine  3^^^) 
fleiner  alg  alte  anberen  3^^)^^"  if^  (abgefe^en  Dom  SSorjeii^en)  allein  3^ull; 
alfo  mu§  P  —  P'  =  0, 

b.  ^.  P  =  P'  fein. 

§.  163.    ficftcfa^. 

3ebe§  5)3ri§ma  ift  ba§  ®reifo(^e  einer  ^^ramibe,  bie  mit  i^m  gleiche 
^o^e  unb  ®runbp(^e  \)(xi. 

33ewei§.  @g  fei  junä^ft  ein  breifeitigeg  g^rigma  ABCDEF  (j^ig.  76) 
gegeben;  —  man  jerfc^neibe  baffclbe  juerft  bur(^  bie  ©bene  BDF  in  bie  brei= 
feitige  g^^ramibe  BDEF  unb  bie  oierfeitige  g5i)ramibe  BADFC  (©^i^e  B, 
®runbp(^e  ADFC)  unb  5ertl)eile  bann  biefe  5pt)romibe  no(^  bur(^  bie  ßbene 
BDC  in  swei  breifeitige  g^t^ramtben  BADC  unb  BDFC.  35ie  fo  eben  ge= 
nannten  5pi)ramiben  finb  offenbar  glei(^,  ba  fie  gleiche  ©runb^äi^en  ADC  unb 
DFC  unb  gteii^e  ^ö^e  ^oben,    inbem   i^re  ©runbflät^en  in   berfetben  Sbene 
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ADFC  uiib  xl)U  ®^i|en  in  bemfe{6en  ^^unfte  B  liegen,  (ferner  i[t  au(^  bie 
g5^ramibe  BADC  ^  BDEF ,  ba  fie  gtei(^e  @tunbf(äc^en  ABC  unb  DEF  unb 
gleiche  ^5f)e,  netimti(^  einerlei  .^b^e  mit  bem  ^ri§ma  l)a6en.  ®a  nun  alle 
brei  ^ttramiben  glei(f)  ftnb,  ]o  i[t  ba8  ^riSma  ba§  'Dreifache  tion  jeber,  aljo 
j.  23.  breimat  fo  gro§,  atS  bic  ^wramibc  BÜEF,  welche  mit  bem  ^ri§ma 
einerlei  §ol)e  unb  ©runbpi^e  t)at. 

®a§  fo  ekn  üon  einem  breifeitigen  '^risma  unb  einer  breij'eitigen  ^^i)ra= 
mibe  @rn,ne[ene  gilt  afier  au<$)  wen  mel)rfcitigen  —  einmal,  iDcil  man  für 
me^rfeitige  g>ri8men  unb  ^wramiben  (nai^  §.  154  unb  §.  164)  breijeitige 
fe^en  fann,  bie  mit  i^nen  glei(^e  ^öl)e  unb  ®runbflä(^e  ^afcen;  —  ferner 
au(*  be§l)alb,  iceit  \xd)  melirfeitige  '^>ri§men  unb  ^i^ramiben  allemal  burc^ 
^iagonalebcncn  in  breifeitige  jeif(^neiben  laffen. 

§.  166.    3ufa^. 

1")  ®a  bie  ^^i^ramibe  ber  brttte  3;^eil  eines  ^^riSma's  ift,  bas  mit  i^r 
gteii^e  .^öl)e  unb  ®runbflä(^e  l)ot,  fo  ift  H)x  3nl}att  glei(^  bem  britten  Sljeile 
be§  5J5robucte§  au§  Sfohi  unb  ©runb fläche. 

2)  2>on  ^i)ramiben  gelten  balier  au6  bic  in  §.  160  öcn  ^ri§men  auf= 
geftellten  ^Behauptungen. 

9t  nm.  3ft  3-  35.  bic  ©runbprfie  einer  ^.)5»ramibc  ein  9{e*terf  unb  bie  ßänge 
biefee;  atediterf^  =  6',  bie  23rette  —  4'  unb  bie  Spöhe  ber  ^^oramibe  —■  ö'  gegeben, 
fc  ift  il}V  fov^erlic&et  ^nliatt 

j  =^  1/3  .  6  .  4  .  5  =  40  (Äutiffu^j. 

§.  167.    ^cljcfa^. 

1)er  ^nliatt  eines  ^egel§  ift  glei*  bem  Dritten  St;eile  beS  ^ptobuctes  aü% 
Öök  unb  ®runbfläd)e. 

23eiüeig.  ®enn  ber  ^egel  ift  als  eine  ^^t^ramiDe  won  unenbli(^  üielen 
Seiten  anjufe^en. 

§.  168.    UufQabe. 

3fu§  ber  051)6  h  unb  bem  ^}?abiu§  r  ber  @runi;flä^e  eines  Tegels  ben 
3nl)alt  J  5U  berechnen. 

5lufl.  Ser  3nl)alt  ber  @runbp(^e  ift  ==  r^Ti,  alfo  u^enn  man  mit  Vs'^ 
multiplicirt,  ber  3nl)att  be»  Tegels 

J  =  \'sr^nh. 
anm.     3ft  5.  33.  r  =  6"  unb  h  =  8"  gegeben,  fo  ift  nä[ierung§tt)ei^e 
J  =  V3  •  25  .  8  .  3V-  =  209IV21  (ÄubifjoüJ. 

C.    SbeliSf  unb  abgcfür^tcr  ^cgcl 

§.  169.    Se^rfa^. 

3eßer  OBeltsf  ift  gteidi  ber  «Summe  aus  einem  iprisma  unD  einer  ^Dra= 
mibe,  wei<i)i  beibe  mit  bem  Obelisfen  gleii^e  Ö5l)e  l;a6en,  unb  uon  benen 
ba§  ^ßrisma  bie  mittlere  ®urc^fdmitt§figur,  bie  5]]üramibe  aber  bie  ©rgänjungs^ 
figur  jur  ®runbflä(^e  bat. 

23etDei§.  1)  m  fei  5unäd;\ft  ein  breifeitiger  DbeliSf  ABCA'B'C  (j^ig. 
77)  gegeben;  —  man  fonftruire  bie  mittlere  ®ur(^fcbnitt§figur  aßy  (§.123), 
§ie^e  tur*  bie  3Witte  «  einer  ©eitenfante  AA'  mit  ben  beiben  anberen  (Seiten= 
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fanten  BB'  imb  CG'  Die  ipataüelen  DD'  unb  EE'  unt>  lege  bur(^  biefelbett 
eine  S6enc,  \v>ilä)t  bic  untere  ®runbflä(^e  in  DE  unb  bie  emeitcrte  obere 
©runbftäc^e  in  D'E'  f(^neibet,  lüoburd)  bie  ^Dreierfe  ADE  unb  A'D'E'  ent= 
\ki)m,  ttje((f)e  na6  §.  123  ber  (Srgänjuuggfigur  be§  Dbeligfen  glei(f)  [inb; 
—  enbli^  jie^e  man  nod)  burd)  bie  5L)?itte  einer  anbern  «oeitenfante ,  5.  23. 
burrf)  ß,  eine  parallele  FF'  jur  britten  (Seitenfante  CG'*)  unb  lege  bur(^ 
FF'  unb  bie  it)r  ^araüele  EE'  eine  ßbcne,  wci^o  bie  untere  @runbf(ä(^e 
in  EF  unb  bie  erweiterte  obere  @vunbflarf)c  in  E'F'  burcfyfctjneibet.  —  ®a§ 
bur*  tiefe  (Sonftruction  cntftanbone  '^itisnia  ('EFG'E'F'  i)at  mit  bem  gegebe- 
nen Dbelisfen  ABGA'B'G'  ben  tlcineren  Obeligfen  A'B'C aßy  unb  baS  tku 
nere  ^riäma  ußyEFC  gemeinjdiaftlii^ ,  enthält  aber  au^erbem  nod)  bcn  pxx§- 
matifc^en  ^iJrper  uA'E'ßB'F',  iüä()rcnb  bem  ObeüSfen  ABGA'B'G'  no*  ber 
pri§matif(^e  Äörper  «AE/^BF  befonbcrs  ^utommt.  Äiernaif)  i[t  tlar,  ba§  [idi 
ber  gegebene  Obeliet  ABGA'B'G'  oon  bem  ^riSma  GEFG'E'F'  um  eben  fo 
tiiel  unteri'c^eibct,  alS  ber  priömati)d}c  ^btpcx  «AE^BF  ben  pri§matifd)en  iiör^er 
uX'B'ßB'F'  übertrifft.  .3ur  Ermittelung  bicfcS  Unterfd)iebc§  fü{}rt  bie  35er-- 
gtcidmng  ber  beiben  breifeitigen  ^riSmen  «DE/:?BF  unb  uD'E'ßB'F'  **)>  welche 
einanber  g(ei*  finb,  wqü  [rc  gleidje  @runbflä(^en  ^BF  unb  /SB'F'  (üergl. 
§.  J14  ber  ^lonimetrie)  unb  aud)  glcidie  Jpöbe  l)aben,  ba  fie  jioifd)en  ben 
parallelen  (Sbencn  DED'E'  unb  BFB'F'  liegen.  ®a  nun  ba§  ^ri§ma 
aDEßBF  um  bie  '^uramtbe  «ADE  fleincr ,  a(§  ber  ^ri§matifd)e  Körper 
«AE,^BF  ift,  aber  ba§  gleiche  g5ri6ma  «D'E'/^B'E'  um  bic  ^:pi}ramibe  «A'D'E' 
größer,  als  ber  pri§matifd)e  ^'örper  uX'E'ßB'F'  ift,  fo  übertrifft  ber  ^rie^ 
matifi^c  Äörper  uAEßBF  ben  ^ri§matif(^cn  5t'orpcr  uA'E'ßB'F'  um  bie  ©umme 
ber  beiben  ^^v.ramiben  «ADE  unb  «A'D'E',  unb  um  eben  fo  oiel  unter- 
fd)eibet  fid)  folglich  aud),  wie  wir  bereite  oben  gcfeben  babcn,  ber  gegebene 
Dbelist  ABGA'B'G'  uon  bem  ^sriema  GEFG'E'F'. 

®emnad)  ift  alfo  ber  Obeli§f  ABGA'B'G'  gleid)  ber  Summe  aus  bem 
^ri§ma  GEFG'E'F'  unb  ben  beiben  ^>nramiben  «ADE  unb  «A'D'E'. 

®a  ötcfe  '^wramiDen  beiDe  bie  ^albe  Sböljc  Dc§  Obeli&ten  Vgh  ^ur  «Spö^e 
l)aben  unb  ifjre  ©runbflocben  .\DE  unb  A'D'E'  einanber  gleid)  finb,  fo  wets 
ben  wir  ibre  «Summe  burd)  eine  ^>i}ramit)e  mit  ber  ganzen  ßö^e  h  unb  ber 
@runbfläd»e  ADE  erfeijen  tonnen.  2Bcnn  wir  bal)er  baS  ^^ri§ma  GEFG'E'F', 
beffen  öobe  gleich  ber  £>bl)C  be8  Obelisten  li  unb  beffen  @runbpd)e  EFC 
gleid»  ber  mittleren  ®urd)f(^nittsfigur  aßy  ift,  (oermoge  §.  159),  fürjer  bur(^ 
h  .  aßy  unt»  bie  ber  (Summe  bor  beiben  ^^^Wtamiben  «ADE  unt  «A'D'E' 
gleit^e  '^pramibe,  welche,  wie  wir  fo  eben  gefe^en  l)aben,  ebenfalls  h  jur 
5pö^e  unb  5ur  ©runbpt^e  bie  Grgänjungsfigur  ADE  t)at,  (werraöge  §.  166) 
burc§  ^/-jh .  ADE  au§brüden,  fo  fönnen  wir  bie  obige  Singabc  über  bie  @rö§e 
bes  Obctigfen  in  bie  folgenbe  ©leic^ung  jufammenfaffen : 

Dbetisf  ABGA'B'G'   =   h  .  aßy  +  Vs^  •  ADE, 
womit   tie   Diiditigfeit   unfereS   (Sa^eg  für   einen   breifeitigen   Obelt§feu   bar^ 
getl)an  ift. 

2)  Um  boffclbe  für  einen  inerfeitigen  Obelisfen  ABCDA'B'C'D'  (gig.  78) 
ju    erhalten,  jiel^en  wir   bur(^   eine  (Sde  A  in  ber  @runbftä(^e  ABGD   eine 


*)  Goen  fo  gut  fönnte  man  au6)  burc^  ;•  eine  ijSarallelc  ju  BB'  jic^en. 

**}  ®er  l^ör:per  aED/5BF  ift  ein  ipriäma,  lueit  bie  ©eitenfanten  aß,  DB  unb  EF 
na*  S-  16  ^Jaraffel  laufen  unb  bie  ©runbflac^m  aDE  unb  ßli¥  nacft  §.  IT  ^araßet 
finb.  —  Slue  glet*en  ©rünben  ift  au*  ber  tör^er  «D'E'/JB'F'  ein  %i§nta. 
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Cinie,  wjelc^  auper^alb  be§  2Binfe(g  DAB  fällt  unb   bie  SSerläiigerungen  ber 
nic^t  hüxd)  A  ge^enben  ©runbfantcn   BC  unb  CD  in   ben  5]Sunfteii  E  unb  F 
bur(^f(^neibet.     gernet  legen  wir  burd)  bie  ^ante  AA'  unb  bie  Öinie  EF  eine 
ßSene   unb    erweitern   bie   (3eitenfläcf)en  BB'CC'    unb   CC'Dü',    bi§  fie  biefe 
(Sfiene  in  ben  Tanten  EE'  unb  FF'  bur(^f(f)neiben.     ®urc^  biefe  ßonftruction 
entfielen  dn   größerer  breij'eitiger  06eli§f  CEFC'E'F'  unb   jmei  fleinere  brei= 
feitige  O^eüSfen  ABEA'B'E'   unb  ADFA'D'F';  unb  ber   gegebene  Bierfeitige 
£)hemt  ABCDA'B'C'D'  [teüt  ]xä)  a(g  bie  ©ifferenj  bar,  »eld^e  wir  er{)a(ten, 
wenn  wir  bie  Reiben  {feineren   breifeitigen  Obelisfen    »on  bcm   größeren  fub= 
tra^iren,  —  ßonftruircn  wir  nun  noc^  nadj  Einleitung  be§  §.   123  ju  tiefen 
fämmtüi^en  DbeliSfen  bie  mittleren   ©uri^fcf^nittäfiguren  ußy,  yi'j ,  uße  unb 
ud(p  unb  bie  {Srgänsunggfigurcn  a6cb,  cef,  abe  unb  abf,  fo  i[t  bem  ju  ^otge, 
wa§  wir  bereits  über  ben  breijeitigen  Dbetigfen  erwiefen  t)aben: 
Obeligt  CEFC'E'F'   =    h  .  yffp  +  y^h  .  cef, 
ABEA'B'E'  =   h  .  ußr  -f  73h  .  ahe, 
ADFA'D'F'  =   h  .  ad<i  -^  Vgh  .  abf. 
©ubtra§iren  wir  bie  beiben  legten  ®(ei(^ungen  üon  ber  erften,  fo  ergiebt  ftc^ 
DbeliSf  ABCDA'B'C'D'   =   h  .  ußyd  +  i/gh  .  abcb. 
3)    ©0  wie  wir  ben  uicrfeitigen   DbeliSfen  alS  bie  ®ifferen§  eine§  grö= 
feren  breifeitigen  unb  jweier  fteincrcn  breifeitigcn   Dbetigfen   ermatten   I)aben, 
eben  fo  (ä^t  fi(^  audi  burd)  eine  äl)n(ii^e  Sonftvuction  jeber  me^rfeitige  (nfeitige) 
Dbe(i§£  a(§  bie   ©ifferen^  eineg   grc§eren  breifeitigen   unb  nte[)rerer  (n  —  2) 
Heineren  breifeitigen  DbeUSfen  barftellcn  unb  bann  bie  ne^mlic^e  ©dilu^fotge 
anwenben,  burdi  welche  wir  bie   SfJit^tigfeit  be§    ©a|e§   für   ben   bierfeitigen 
bargetJ)an  f)aben,  fo  ba^  alfo  unfer  Sa^  ganj  aügemein  für  jeben  Obeliäfen 
gilt,  welches  aud^  immer  bie  'än^a^l  feiner  (Seitenf[ä(f)en  fein  mag. 

3Inm.  2Kan  fonn  auä)  bie  öilfäconftTucHon  für  einen  me[}rfeitigen  OBeüsfen  bo; 
burc^  vereinfachen,  ba^  man  junndifi:  ben  fünffeitigen  alä  bie  ©iffercn^,  eineg  größeren 
toierfeitigen  unb  jtocter  fleineren  breifeitigen  CBeüsfen ,  eben  fo  ben  fccfisfeitigen  als  bie 
!I)ifferen5  eineä  grij^eren  fünffeitigen  unb  -^^üeier  fleineren  breifeitigen  06cli3fen,  überhaupt 
ben  nfeitigcn  a(ä  bie  ©iffercnj  eine»  größeren  n  —  Ifcitigen  unb  ;,uieier  fleineren  brei^ 
feitigcn  Dbelisfen  barileüt. 

äßir  ^aBen  unS  in  bem  oben  geführten  Seweifc  auf  ben  einfacfifien  unb  am  Ijäufigften 
3ltttt5enbung  finbenben  galt  befc^ränft,  baf  bie  SBinfel  ber  ©runbffäctie  fömmtlic^  i)ohl 
finb.  ®er  93ei»ei§  bleibt  jeboc^  aut^  bann  noiS  im  2BefentIi(^en  berictbe ,  wenn  unter 
ben  SBinfeln  ber  ®runbftW;e  einee  meftrfeitigcn  Cbclisfen  erbabene  üorfommen.  S)ie 
in  jebem  befonbcrcn  gälte  Icicbt  auf3,ufinbcnbe  3tbänberung,  iceldje  ber  Semei§  bierburc^ 
crleiben  fann ,  beftebt  nur  barin,  ia^  man,  um  ben  mebrfeitigen  Obeliöfen  ^u  erbalten, 
ni^t  met^r  üon  einem  breifeitigen,  tonbern  bon  ber  Summe  mehrerer  breifeitigen  Obeltg= 
fen  bie  Summe  ber  übrigen  ju  fubtra^iren  ^at. 

2Uit  biefer  Stbänberung  fann  man  übcr^au^st  al3  §ilfsebene  jebe  beliebige  bie  ®runb= 
!anten  ober  i^re  SSertängerungen  unb  bie  Seitcnffäcben  ober  i^re  @rh)eiterungen  bur^j 
f(^netbenbe  Sbene  annehmen.  3lüemal  lä^t  ftcb  ber  gegebene  me^rfeitige  Obeliäf  als  bie 
©ifferenj  jitiift^en  ben  ©ummcn  mehrerer  breifeitigen  Obelisfen  barltelten. 

§.  170.    mufqalfe. 

©en  for^jerlic^en  ^i^^att  J  eincg  .ObeIi§fen  ju  berechnen,  wenn  bie  Jpö^e 
beffclben  =  h,  bie  mittlere  ®ur(f)f(^nittefigur  =  M  unb  bie  Srgönjungg^gur 
=  E  gegeben  ift. 
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2(ufl.  .]   ^  hCM  +  VsE). 

3)et  33en)eiS  ift  im  öorf)crge^enben  §.  mti)aikn. 

31  nm.  ®ic  fo  eben  iiiitgetfieiUe  gormel  eni:pfiel)lt  ftc^  be^onberg  baburc^ ,  ba^  [ie 
bte  Sercdmung  einer  nii^t  unBebeutcnben  ,^abi  »on  Äör^^ern  umfaßt,  für  welche  frül^er 
eben  fo  ütete  Befonberc  gormeln  gemcrft  mcrbcn  mußten,  unb  baf  [te  an  (Sinfad^^ett  unb 
Äürjc  beg  33crfa^renß  feiner  jener  befonbercn  gormeln  irgenb  naififtefjt,  üielme^r  bic 
mciften  noc^  übcrtrijft.  —  Sin  anberer  ^raftiic[)cr  U>ort^eiI  ber  obigen  gormel  beftcl^t 
barin,  ba$  in  uiclen  gäflcn  bie  ©rgän^ungöfigur  fo  f(ein  augfädt,  ba^  man  biefclbe,  iwenn 
c6  ftc^  nur  um  eine  o6ngefal;re  Äenntnt^  ber  ®rö^e  cineg  Obeliäfen  ^anbett ,  ganj  ter^ 
na(^I5fftgen,  alfo  naä)  ber  abgefiirjten  gormcl 

J  =  h  .  M 
rechnen  fann,  unb  bap  fid)  bic  ®x'6^c  bes  bei  biefem  abgefürjten  SSerfa^rcn  begangenen 
geMerg  leicfct  in  SSoraug  abfc^ä^en  15§t.  tiefer  ift  nc()mürf)  im  Sldgemeinen  um  fo 
Heiner,  je  weniger  bie  I)imenftonen  ber  einen  ®runbftä(f)e  üon  bencn  ber  anbern  ab-^ 
iweic^en.  a)tan  Fann  bakr  »on  üorn  Berein  leidet  bic  gällc  bcurtt^eilcn,  in  i«eld)en  baä 
abgefürjtc  S8crfaf)rcn  ?|U(äffig  ift,  unb  in  iceld)cn  baffelbe  ein  ton  ber  9Bat)r:^eit  ju  fe^r 
abit)eid)enbe8  SJcfuItat  ergeben  iiiürbe. 

§.  171.    3ufa^. 

gm  Dbeligf,  beffen  @runbf(ä(^en  ABCD  unb  A'B'C'D'  (gig.  79)  5Hec^t= 
ede  ftnb,  \üi)xt  ben  fvanjöfifd^cn  9iameu  'l^onton  unb  fann  fügli^  ben  beut; 
[(^en  9^amen  haften  er()alten  *). 

3[t  nun  ßon  einem  haften  bie  ßö^e  =  h,  [inb  ferner  bie  Gängen  ber 
Reiben  @runbfläc^en  AB  =  a  unb  A'B'  =  a' ,  bie  juge^örigen  33reiten  AD 
=  b  unb  A'D'  =  b'  gegeben,  alfo  bic  Sänge  unb  ^Breite  ber  mittleren  '^uxä}^ 

a  _j_  a'  b  -f-  b' 

fc^nittgfigur  —  '■ — -—   unb  ,  ferner   bic  Sänge   unb   33reite   ber  (Sr= 

a a'  b •  b' 

gänjunggfigur  =  — -—    unb  — ~-,  |o  ift  ber  3nl)a(t  beg  ßafteng 

^    /a  +  a'     b  +  b'         , ,      a  —  a'     b  —  b'\ 

anm.  1.     3ft  j.  93.  h  =  6,  a  =  20,  b  =  9 
unb  a'  =  16,  b'  =  7  gegeben,  fo  ift 

J  =  6  .  (18  .  8  +  ^'3 .2.1)  =   6  .  (144  +  2/3)  =  868. 
anm.   2.     grüner  berechnete  man  ben  '^n^alt  beS  Äa^eng  (ijJontong)  nac^  ber 
minber  bequemen  gormcl 

j   =   i/eh[b  .  (2a  +  a')  +  b'(2a'  +  a)]. 
Heber  bie  Ucbereinfltmmung  biefer  unb  ber  fo  eben  mitget^citten  <5ormeI  »ergl. : 
@in  neuer  Öe^rfag  ber  Stereometrie,  ©ffen  1843,  ©.  14. 

*  §.  172.    3ufa^. 

1)    3[t  tion  einem  breifeitigcn   Obeli§fen  bie   £)ö[)e  =  h   unb    ftnb   bie 
.^o{)en   ber   bciben  breifeitigcn   ®ruubflä(^en  =  a  unb    a',    bie   ©runblinten 
=  b  unb  b'  gegeben,  fo  ift  ber  3n^aü  be§  breifeitigcn  Obeti§!en 
T   _    ^t^  +  *'     b  +  b'  a  —  a'     b  —  h'\ 

•^  ~  2V~2~  •  ~2~~  +  /3~2~"  •  ~^r~h 


*)  m  ^jftegcn  ne^mlic^  5üorrat§g!aften  in  ^aug^attungen,  .^Joffer,  %rüi)m,  bie  Sretter^ 
faftcn  ber  SBagen,  »elc^e  Äo^Ien,  Steine,  überhaupt  tofe  ©egenftanbc  toben,  ©c^ubfarren 
u.  a.  m.  bicfe  ©ejlalt  ju  ^aben. 
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eine  ^ormel,  loelcfje  ßon  ber  im  üorl)etge^enben  §.  für  ben  5ia[ten  tnitget^cil= 
tcn,  [ic^  nur  burc^  ^injufügung  beg  S)i»ifor8  2  imterfc^etbet. 

2)  Sßcnn  bie  ®runbf(a(^en  eines  Dbeliäfen  Sra^jcje  finb,  ber= 
jelbe  a()o  ü6err)aupt  üon  )C(f)0  Stra^e,^en  etnge]d}(of[cn  ift,  unb  bie  mittleren 
Sängen  ber  trapejtf(J)cn  ©runbftät^en  =  a  unb  a',  if)re  breiten  —  b  unb  b' 
gegefcen  [inb,  ferner  bie  .§öt)e  be§  ganjen  ßor^jere  -  h  i[t,  fo  ift  ber  'In- 
halt biefeS  Dbeligfen 

/a  -r  a'     b  -f  b'  a  —  a'     b  —  b'\ 

aljo  ganj  biefelbe  gormel,  'mk  für  ben  haften  (^^onton). 

3)  2Benn  bie  (Srunbp(f)en  eines  Obelisfen  ä[)nU(f)e  SSieterfe  finb,  alfo 
ber  Ofcelisf  (nad)  §.  122)  ein  Sljcit  einer  ^pj^ramibc  ift,  unb  bie  eine  @runb= 
f(ä(^e  =  G,  ba§  2]crf)ältni§  einer  Seite  berfelben  jur  g(ei(^tiegenben  «Seite 
in  ber  anberen  ©runb^äifie  =  m :  n  unb  bie  .^ö[)e  bes  ganjen  Körpers  =  h 
gegeben  ift,  fo  ift  i^ermöge  §.  210  ber  Planimetrie 

M   =    ("-!£-"/.  0.,„.K  =  ("^-"y.G, 

fo(g(i(f)  ber  3"^^^^^  ber  abgefürjten  ^»tomtbe 

-2^)    +  '"  •  (-2:^)  )• 

(5)2o(^   me^r  33eif).nele   giebt:    Sin   neuer  ?e[;rfal3   ber  Stereometrie,  S.  16, 
22   u.  f.j 

2(nm.  1.  ®a  bie  ©nmbflacfim  eineä;  breifcttigcn  OBeUsfen  einanbcr  5^nlt(fi  ftnb, 
fo  mu§  ft(^  in  bor  unter  Silro.  1  bee  torftcrgeficnbcn  §.  mitget^eiUen  gonnef  a  :  a'  ^^^ 
b  :  b'  öer^alten. 

UeBer  bie  mhext  iöegrünbung  bor  unter  dlro.  2  mitgetfieilten  gormct  f.  a.  a.  C 
@.  15  unb  16. 

jjrülier  l>erecf}netc  man  bie  aSgefürste  5}5t)ramibe  nad)  ber  ii^cniger  bcauemen  formet 
J  =  Vs^^Cö  -r  "/GG'  ^  GO, 
ito  G  unD  G'  bie  ©runbflädien  unb   h  bie  §ß^e  bes  Äör^ser^  bejcid^nen.     Ueber  Die 
3urüdfü[nung   biefer  gormcl  auf  bie  oben  unter  3?ro.   3   mitgct^citte  f.  a.  a.  O.  (S. 
18  unb  19/ 

3fnm.  2.  2Bir  hüben  bieder  burdigefienbe  angenommen,  ta^  alle  Seiten  ber  einen 
(unteren)  @runbf(äii)e  grcper  finb ,  a(§  bie  gleidUiegencen  Seiten  ber  ancem  (oberen) 
©runbfläcbe.  Gi  tonnen  aber  aucfi  bie  Seiten  ber  oberen  Örunbfläiiie  jum  3:t)eil  eben 
fo  gro^  ober  fteiner  fein,  als  bie  gleicfilicgcnben  Seiten  ber  unteren  @runbpäct)e.  95er= 
folgt  man  inbe§  ben  @ang  beg  Söetöcifcö  in  §.  169,  fo  iüirb  man  ftc^  in  jeccm  bc- 
fonberen  galle  leicht  »on  ber  SKiditigfeit  unfere^  Sa|e§  überzeugen  fönncn.  SBcnn 
ba^cr  a  unb  a'  jtoci  gtei^tiegenbe  Seiten  in  ber  unteren  unb  oberen  ©runbfladie  cincäf 
Obeligfen  be'^eicfinen  unb  a  =  a'  ober  a  <  a'  fein  feilte,  fo  irirb  man  in  ber  gormel, 
ioelcfee  überbauet  ben  3"^<ilt  be»  auejumeffenben  Obeliefcn  angiebt,  im  crften  gaUe  ftatt 
a  —  a'  9iuE,  im  anbcrn  eine  negative  Qal)l  ju  fe|en  baben. 

3ft  5.  99.  i^on  einem  haften  04-5ontcn)  bie  öö^ie  h  =  8,  finb  fenter  bie  Seiten 
ber  unteren  ©runbpäctie  a  =  12  unb  b  =  4,  bie  Seiten  ber  oberen  @runbflä{iie 
a'  =  9  unb  b'  =  6  gegeben,  fo  ift 

a  -i-  a'        ^^. ,  -d  —  a'         ^ . , 
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b  -  b'        _  b  —  b' 

— —  ^  0      unb  — 2~  =  —  1. 

folgltcfi ,  u^enn  wix  tiefe  SBertlie   in  bie  'J-crmel  beä  §.171   einjc^en,  ber  '^nbatt  bcä 
Äaftenc. 

J  =  8.(10V2-5  +  V3-l  V2--  1)  =  8.(52  1/2- V2J  =  8.52  -416. 

Inm.  3.  2Bcnn  in  einem  3:rapC5e  bie  fleinere  5paraKeIe  6i§  dluä  ahitmmt,  fo 
ge()t  ba^  3:ra^)eä  in  ein  ®rciccf  übix  \  man  fann  baf}er  bas  'Dreierf  ale  einen  befonbcvcn 
gall  bee  St.va^c'jeB  anfel)en,  tcr  entftel^t,  wenn  bie  fteincre  'isavallele  iiericfiwinbet.  llnfev 
<2>a^  mufj  balier  ciudi  noch  für  fohiic  ytör^jev  gelten,  iueld)e  pavallclc  03vunbflad)en  unb 
ju  ©eitenftMien  t^eil§  Iva:pe^^e ,  tt)eil§  Dreietfe  l)aben.  'ffiiv  befcf^vcinfen  itno  auf  bie 
SSetracf>tung  bes^  folgenben  galies  *): 

Sßenn  in  einem  ObeU^fen ,  beffen  (i'lh•unbfläd^en  Srapeje  finb ,  bie  2?veite  ber  oberen 

©runtflarfte  »erfr^^innbct ,  fo  i^er»vanbelt  fid)  berfetbe  in  einen  5lör^er ,  tuclcfeer  üon  brei 

3:ravejen  ABED ,  ACFD  unb  BCFE  unb  jwci   ©reierfen  ABC  unb  DEF  ( gig.  80 ) 

eingefdtloffen  ift.     ®iefer  ili.h'))er  ift  offenbar   ein  2;l)eil  einee  treifeitigen  v^i^matifd^cn 

5Haume-5  (§.  110),  ba  bie  brei  Äantcu  AI),  BE  unb  t'E  parallel  laufen,  unb  fü&rt  ben 

^fJamcn   e  i  n  e  -^    b  r  c  i  f  e  i  t  i  g  e  n  p  r  i  s  m  a  t  i  f  d)  e  n   ?l  0  f  cfi  n  i  1 1  e  o .       (Sr   unterid)citct  fid) 

i-ion  bcm  treifeitigen  'i^ri^ma  barin ,  'Dap  bie  (sbcnen  t>er  1^reiecfc  Aß("  unb  DEF  nid^t 

notlnvenbig  einanber  parallel  finb.     ©enfen  wir  une  nun  biefen  iWrper  auä  einem  Obe; 

tisfen ,  beffen  untere  ©runbflä rf)e   ba§  ^^rape^   ABED  bilbet,  baburd)  t)ervorgcgangen, 

ba§  bie  93reite  ber  oberen  trape5ifd)en  @runbflSd>e  perfdiwunben  unb  folglid)  ihre  Vängc 

CF  allein  nod.)  übrig  geblieben  ift ,  fo  loerccn  wir  ben  \^ml)alt  bicfeo  .stijrpero  nad^  ber 

in  §.  172,  9h-ü.  2  mitgetheilten  Jormcl: 

/a  +  a'     b  -r  b'         .  ,       a  —  a'     b  —  b'\ 
J   -^  h  (--^  .  ^_-   4-   1/3  .  __  .  __- _j 

bered)ncn  fönnen.     2Benn  wtr  nun  ber  ifurje  wegen  bie  Äante  AD  =  k,   BE  =  1 

unb  CF  =  ni  feljen,  ferner  ben  Störper  mit  einer  ju  biefen  parallelen  Tanten  fenfred)ten 

Gbenc  KLM  burcöfcbneiten  unb  bie  §ijbe  biefen  ®reiecf^   MN  =  h,  bie  Wrunblinie 

KL  =  g  annehmen  ,  fo  werben  wir,  um  bie  angeführte  gormet  auf  unfere  ftorper  an^ 

juwcnbcn,  ju  fe^en  haben: 

k  ^  1 
a  =    —^ — ,  b  =  g,  a   =  m,  b   =0  unb  li  =  h, 

folgli* 

a  4-  a'   _  k  4-  I  +  2m   a  —  a'   _  k  i-  1  —  2m         b4-b'  _  b— b'  _  g 
~2~  ~  4         '  ~'^~  ~  4  ""^     2     ~  ~2     ~  2"- 

§icrnai^  Pcrttanbelt  fid)  bie  obige  formet  in: 

'k  +  1  +  2m     g         ,,      k  +  1  — 2 


—  Lli     ( ^  -r-  ^  -  '^m       k  +  1  —  2m\ 

.g/4k  -r  41  -h  4m\ 
2~V  12  ) 


m      g 

4  •   2. 


h  .  g^4k  -r  41  -h  4m>^  _  h  .  g   /k  +  1  -r  m" 

2~  \         3~~, 


h.2 
))l\xn  iit  aber  —~  ber  5"6fllt  tesi  !Dreie(f€  KLM,  unb  bie  fo  eben  ert)altene  gormel 


*)    'Slod)  einen  anbern,  in  praftifcßer  §infid)t  ni^t  unwid}tigen  gaß  behanbelt:    Gin 
neuer  Cehrfaö  ber  (Stereometrie  €».25. 
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lä$t  ft(f)  folglich  auc^  |o  jc^retBen : 

/k  +  1  +  m\ 

J  =  AKLM.(^-^2—  j 

fc.  ^. :  jDer  3i"^alt  eineS  breifettigen  ^jriematif ctjcn  2lß]d^nttt6  njuD  ge; 
funbcn,  vtienn  man  ben  fenfre(f)tcn  S)uTd)i'cf)nitt  mit  bet  ©umme  ber  btci 
5?anten  multi^licirt  unb  buid)  brei  biüibirt. 

®cr  3n()alt  einc^  me^rfeitigen  priämattidicn  2(Bfct)nittö  wirb  er^tten,  njenn  man 
benfelBcn  burd}  3)iagDna(e6cnen  in  breifeitige  jcrfc^ncibet. 

3tnm.  4.  35iefe  3fie(^nung  lä^t  wefentlidie  2(Hür5ung  ju  Bei  einem  ipaxaUeiipi- 
pcbif(^en  9t6fc^nittc,  b.  t).  Bei  einem  foldien,  beffen  gegenüBerftet^enbc  Seitenflächen 
einonber  ^saraael  laufen.  3ft  ne()miiA  in  gig.  81  gBene  AA'BB'  |1  CC'DD'  unb 
gBcnc  AA'DD'  ij  BB'CC,  fo  finb,  ivie  Icid)t  ju  fc^en,  bie  Siicrecfe  .ABCD  unb  A'B'C'D' 
SParaHetogramme.  55affel&c  gilt  eBen  fo  von  bem  fenfrec^ten  ®urd)fdinitte  ußyiK  33e; 
jei(^nen  h>ir  nun  bie  parallelen  Äanten  AA',  BB',  CC'  unb  DD'  Bejieli(i(^  mit  a,  b,  c, 
d  unb  legen  luir  burd)  jwci  gegenüBerfteljenbe  ilanten  AA'  unb  CG'  unb  burc^  BB' 
unb  DD'  ßBenen,  tütiä)^  \\ä)  in  einer  ben  gebad)ten  iJanten  parallelen  Sinie  EE'  burc^; 
fc^neiben,  fo  ifi  EE'  fo»o^l  bie  mittlere  Is^ange  be§  Srapejcä  AA'CC',  al§  auä)  bcä 
Srapeje?  BB'DD',  folglicfi  foiDotil  gleid)  (a  +  c)  :  2,  al^  au(i)  gleich  (b  +  d)  :  2, 
ba§er  a  4-  c  =  b  +  d. 

93ejeid\nen  ivir  nun  ben  gläcfienin^tt  bcä  fcnfrecfcten  !I)ur(^fc§nttte8  «/?y.)  mit  F,  fo 
ift  }u  golge  be»  3Sor^ergel)enben  ber  fcrperlidje  ^nfjalt  bcä  breifeitigen  priämatifc^en 
SÜBfc^nitteä  ABCA'B'C 

unb  ber  förderliche  3n^a(t  be§  pri§matif(^en  SlBfc^nitteg  ACDA'C'D' 

alfo  ber  förperlt^e  3n^alt  beä  parallelepipebifdien  3lBf(^nitte§  ABCDA'B'C'D' 

2Bie  ttjir  oBen  gefe^en  ^a&en,  ift  aBer  b  -h  d  =  a  +  c,  folglich  2a  +  b  -f  2c  -f  d, 
=  3a  -f  3c,  ba:§er  ü    /^  "^  ^^ 

b.  §.:  ber  ^n^alt  eineg  parallelepipebtf(^en  SlBfi^nittcö  toirb  erhalten, 
ioenn  man  ben  fcnfreriiten  "Durd^fcfinitt  mit  ber  ^alBen  ©umme  jwciet 
gcgenüBerftel)enben  Kanten  multiplicirt. 

§.  173.    Scljrfa^. 

ßin  mit  ber  ©rimbfläc^c  paxaUd  abgefürjter  Äeget  ift  gleit^  ber  Summe 
aii§  einem  ßi)(tnber  unb  einem  ^egel,  iuclrfie  beibe  mit  bem  aBgcfürjten  £egel 
g(ei(^e  .§Df)e  ^aben,  unb  i^on  benen  ber  (S;i)(inbcr  bie  ^alBe  (Summe,  ber  ß'egcl 
aber  bie  ^albe  ©ifferenj  ber  JHabien  ber  Reiben  ©runb^äi^en  beg  aBgefürjten 
Tegels  ju  9?abien  ber  ©runbpc^en  i)at. 

23eiüei§.  2ßcnn  lüir  un§  ben  abgefürjten  ^egel  a(§  einen  Dbefiäfen 
mit  regelmäßigen  ®runbfla(^en  tion  unenbUc^  »iclen  ©eiten  benfen,  fo  toerben 
tüir  benfelBen  nai^  §.  169  gicid)  ber  Summe  an§  einem  6i)ünber  unb  einem 
^egel  fe^en  fönnen,  njeldje  ieibe  mit  bem  Dbelisfen  gleite  ^ö^c  f)aben  unb 
üon  benen  ber  ß^Iinber  bie  mittlere  ®ur^f(^nitt§figur,    ber  ^egel  bie  ßrgän= 
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junggfigur  jut  ©runbfläc^e  I)at.  9liin  t[t  ahn  bet  9?obiu8  ber  mittleren 
®ur(^f(^nttt§figur  offcnBat  ber  f)alben  Summe  unb  ber  9?abiu§  ber  (Srgdn= 
junggftgur  ber  f)alben  2)ifferen§  ber  DfJabicn  ber  fceiben  ®runbpct)en  be§  ah- 
gcfütäten  ^cgcl§  glet(^,  —  worauS  bie  9?i*ttgfett  beg  aufgeftellten  ©a^eS 
|er»orgc§t. 

§.  174.    muföabc. 

SIu§  ber  §6^e  h  unb  ben  9?abien  r  unb  o  ber  beiben  ©runbjläi^en  eine§ 
afegefürjten  ^eget§  ben  !ßr^)crli*en  3nl)alt  bejjelfeen  J  ju  Bcred)nen. 

9IufI.  SBenn  wir  un§  ben  abgcfürjten  Segel  na^  bem  üort)ergei)enben 
§.  in  einen  6t)linber  unb  einen  £ege(  jerfdüt  benfen,  fo  i[t  nac^  §.  162  ber 

^n^ott  beg  Swlinberg  =  (^-^)  "^'  ""^  "^'^  S-  ^^^^  ^"  3"^"^^  ^^^ 
ßegel§  =  Va  •  (-^)  ^^'   ^°^9^^^^   ^^'^  3"^""  ^"^^    abgefürjten   SegelS  J 

anm.   1.     3ift  J.  95-  t>on  einem  aBgcfürjten  Äegcl  r  =  9,  p  =  5,  atfo  — h-^=  7, 

-    —  =  2  unb  h  =  8  gegeben,  fo  ifi  ber  forderliche  Sn^alt  beffelBen,  wenn  wir  für 

71  ben  5Kä^crungäwertfi  37?  fegen: 

j==22.^.8.(49+V3)  =  126511/21- 
Snm.   2.     2Benn  man  ben  eingcfc^iloffcnen  Stl^cil  ber  obigen  gormcl  cntwitfelt,   )o 
terwanbclt  ftd)  bicfclbc  in 

4       ^      12  "  ; 

/4r2  +  4ra  +  4'.2\ 

V     12     ; 

=  l/37ih(r2  +  ro  4-  p^), 
»elt^cä  bie  in  ^raftifcfier  ^in[iijt  minber  Bequeme  gormel  ift,  nac^  »cl(^et  man  frü6er 
ben  abgcfürjtcn  Äcget  berechnete. 

anm.  3.  2)ie  Slnwenbung  be§  obigen  Set)rfa|e§  (§.  169)  auf  folc^e  tör^er, 
iöeld^e  ton  frunimcn  gläcf^en  cingcfcbloffen  werben,  befcfiranft  ftif»  jebocb  nicM  blof  auf 
ben  abge!ür5,tcn  Äegel,  fontcrn  erftrccft  ficf)  übcrftau^^t  über  alle  ftörv^er,  weldie  jwci 
^5araÜele  ®runbf[ä(f)en  unb  eine  frummc  ©eitenpäcfje  :^mben,  auf  ber  fid)  gerabe  Linien 
gießen  laffen,  we((^e§  aucf)  immer  bie  frummen  i'inten  fein  mögen,  welche  bie  ©runb« 
fläcf^en  bcgrenjen.  2tt»  93eif)3icl  woCen  wir  einen  £5r^er  anncbmen,  beffen  beibe  @runb= 
fia(^en  ©tti^sfen  finb,  wie  bio^  bei  SBannen,  Stonnen  u.  bgt.  m.  nicfit  feiten  ber  %aU  ift. 
2Bir  fef,en  I}ier  als  bcfannt  x>oraug,  ba§  ber  gtacfienint^alt  einer  GKiipfc  glei(^  ift  bem 
ißrobucte  ber  beiben  tiatben  9ljen  unb  ber  Serlmltni^jaEtt  n*).  Sinb  nun  öon  bem 
ausjumeffenben  Äov^cr  bie  beiben  balbcn  3(j;en  ber  einen  ©runbftäc^e  =  a  unb  b,  bie 
Beiben  Baiben  Stjen  ber  anberen  ©runbf^äcfien  =  a'  unb  b',  unb  i^  bie  §ö^e  be§  ganscn 
Äör^jerg  =  h  gegeben,  fo  ip;  fein  3n|ott 

/a  +  a'   b-fb'        ,,      a  — a'    b  — b'\ 


=  7ih(' 


Tibi 


7ih\ 


*)   SSergt.  bie  Stnmerfung  ju  §.  1  be§  3In^ang3. 
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D.    ^ußcl. 

§.  173.    mufqabc. 

3lu§  bem  ÖJabiuS  r  einer  ^ugcl  i()ren  '^nijalt  J  ju  fccte(i)ncn. 

3lufl.  ©0  wie  ber  Steig  einem  ©reiecEe  g(ei(|  t[t,  welc^eS  bic  ■;)}e: 
ri^Ijeric  §ur  ©runblinie  unb  ben  9?abiu§  jur  §o^e  f)at,  fo  i[t  bie  ßugcl 
einer  5]3i)ramibe  g(ei(^,  inelcfie  bie  Sngeloberf(ä(^e  §ut  @runbpä(^e  unb  ben 
9?obiu§  sur  p'i>[)c  f)at.  9?a(f)  §.  143  i[t  bie  tugeloberfläc^e  =  4i'^7i,  fo[g= 
Ii(^  ttjenn  njir  mit  ^  3  r  multipliciren,  ber  geflickte  3"^)^^^  ber  S'ugel 

J    =    '^/,v^n. 

31  nm.  1.     !ift  5.  58.  i^on  einer  fuget  r  =  5  gegeben,  fo  ift  nätjerungöiDCifc 

J  =  V3  •  125  .  3Vr  =  52317/21- 
31  nm.  2.     Surd)  ben  toor§erge:^enben  §.  finb  anr  auc^  in  ben  Stanb  gefegt,  bie 
Beiben  folgenben  StufgaBen  511  löfen : 

1)  35en  !jn§aU  eine»  Äugelabfcf)nitts  ju  I)erccl)ncn,  wenn  ber  3iabiu§ 
ber  .^ugel  r  unb  bie  ^ö^e  be§  2l6fc6nitt§  h  gegeben  t[t. 

2Iufl.  2Birb  ber  freieauefcftnit  AGB  fgig.  82 J  um  ben  iRabiuS  AC  a(s(  S5jc 
gcbref)t,  fo  Scfdireibt  er  einen  fegelformigen  ilugclausfcbnitt,  ber  offenbar  einer  'IShramibe 
gleic^  ift,  \viiä)t  bie  Dom  95ogen  AB  befcfcricbenc  ßalottc  (2r7ih)  ^ur  ©runbpädje  unb 
ben  3iabiu8  r  jur  §öl)e  ^at,  fotgUcf)  ift 

ber  3nt)aU  be§  !ege(formigcn  SJusfc^nitts  =;  '^/^r'^nh. 
Um  ben  !3n{;a(t  beS  2(bfif)nitt§  ^u  er^Ucn ,  i/at  man  nocf)  ben  3"^ölt  be^  Äegelä 
ju  bcre(f)ncn,  wel(f)ev  bei  ber  Umbre^ung  burd;  baä  3)reie(f  BCD  erzeugt  \virb ,  unb 
I^ierju  ift  toor  i'(tlem  bie  Söeftimmung   ber  Sinic  BD  erforbcrlicf) ,  weldjc  fid;  aber  gan^ 
leid)t  au§  ber  @leid)ung 

h  :  BD  =  BD  :  2r  —  h  ober  BD'-^  =  h(2r  —  h) 
ergiebt.  —  ijiernad}  ift  ber  ^n^lt  bes  Scgetä  -=  ''/ßBD^  .  71  .  CD  =  y^K'^r  —  h) 
71  (r  —  h),  fotgli^  ber  3n§alt  beiä  Stbf^nitts 

J  =  V3"li[2r^  —  C2r  —  h)  .  fr  —  h)]  =  Vs^ihf 3rh  —  h^) 
=  y^nhHSr  —  h). 

2)  35en  "jnt^alt  einer  for^evltc^cn  iiugel^one  ju  beftimmen,  iuenn  ber 
Stabius  ber  Äuget  r,  bie  §ö^e  ber  3one  h  unb  ber  Stbftanb  if;rcr  größeren 
©runbflcidje  com  Äugclmittet^junfte  a  gegeben  ift. 

Stuft.  !J)ic  tßrperticbe  3one  ift  gteii^  bem  Unterfiticbc  jweier  .i!ugetabfc§nitte,  üon 
bcnen  ber  größere  bic  öo^e  r  —  a  unb  ber  fteinere  bie  §ö^e  r  —  a  —  h  t;at  j  ber 
3nt;att  ber  foripertic^en  3°«^  «ft  bal;cr  naä)  fl) 

J  =  1/371  .  [(r  _  a)2  .  (2r  -^  a)  —  (r  —  a  —  li)'^  .  (;2r  +  a  -f  hj], 
ober  nac^  einigen  3"fiii»'"C"yct)ungen 

J  ==  Vs^hCSr^  —  3a2  —  3ah  —  h2). 
58eäei(^net  man  ben  9iabtuS  ber  größeren  ©runbftäc^c  ber  ^om  mit  p^  unb  ben 
9fiabiu8  ber  fteincren  Orunbpäc^e  mit  02,  fo  ift  iwie  man  tcic§t  ftet)t: 

Pa^  =  r2  —  (a  +  h)2  =  r2  —  a^  —  2ah  —  h^, 

^iernad)  tä§t  fic^  bem  Sfusbrude  für  ben  ^n^att  ber  ^onz  an^  folgenbe  mcrfens; 
njert^e  Oeftalt  geben:     J  =  VgTih  .  [3/2(01^+^2^ +  J^^)—h^] 

=   V6^K3pi2-l-3p22  +  h2) 

=  V2^KeiHP2'-t-V3i'')- 
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3lus  tiefer  gormcl  folgt,  ia^  tic  j]on(  trei  i?örpcrn  jufammcn  genommen 
glcii^  ift,  ne^mücf)  jiDcicn  (5i)Iinbcrn  mit  ber  A^ö^c  V2^  ""^  ^^"  3?abicn 
(;j  unb  (>2  ""^  einer  Äugcl  mit  bem  Dtabiuä  ^2^- 

Sä  ift  üBrigenS  äu^erft  merhuürbig,  ba§  ftc^  ber  3nl)alt  teg  Äugclabfci)nitte5  unb 
ber  !^n§alt  ber  3^"^  burcf)  fo  einfache  algebraifd)e  Slusbrürfc  barftellen  (ä^t ,  icafircub 
es  gar  nic^t  moglid)  ift,  ben  Sn^h^lt  be§  Äreisabfc^nitte^  ober  einee  Sljeiles  beg  ÄreifeS, 
ber  i?on  ^»cei  parattefen  Se(;ncn  begrenzt  icirb ,  burcf)  einen  b(o^  algeSraifcften  3Ia5brucf 
bar^ufteüen. 

§.  176.    3ufa^. 

fyabm  ein  ßegel,  eine  ^ugel  unb  ein  St)(inbcr  einerlei  i)öf)e  unb  ®ur(^= 
meffer  (2r),  fo  öev^alten  fid)  il)te  förperUdien  3n^aWc  \m  bie  ^ai)kn  1,  2,  3. 
23ettjei§.     CDenn  e8  toer^ätt  \x6) 

.^egel :  ^ugel :  6i)tinber  =  'y^i'^n  .  2r :  ^/^i'^n  :  r'^n  .  2r, 
=  2/3:4/3:2  =   1:2:3. 

§.  177.    3»»frt^. 

3tug  §.   143  unb  175  iol^i: 

1)  ®ie  OberfIä(f)en  gweier  kugeln  »erf)alten  [ic^  wie  bie  Cuabratc  ber 
1)ur(f)meffer  ober  9?abien,  unb 

2}  i^re  törperlid^en  3"^^^^^  oerljaltcn  \i6)  \m  bie  ^uben  (Dritten  5po= 
tenjcn)  ber  ®urd)me[fer  ober  OJabien. 

3lnni.  3Ic()n(icf}c  33eftiminungcn  gelten  von  ätmlid;cn  ilörpern  übcrljaupt.  —  ^a 
5unäcf)ft  bei  ä^inlic^en  erfigen  iJijr^ern  bie  aeitenflä^cn  nacf;  ber  9Jeit)e  ä()nHrf)  ftnb  unb 
M)  alfo  fammtlic^  njte  bie  Guabratc  afmlidi  liegender  Tanten  uertialten,  fo  muffen  offen- 
bar 0«^  bie  gansiCn  Cberftäcficn  in  biefem  5ßcr[;ältniffc  ',u  einanber  ftcf;en.  —  35ei  ä^n^ 
licfjen  5)Ji)ramiten  unb  "^^viämen  vcrtialten  ficb  bie  cihnlic6  liegcnben  Tanten  lüie  bie  ^i5l)en, 
alfo  bie  ganzen  Oberffcicften  ^wie  bie  Ouatratc  ber  £>öl)en.  'Daffelbe  mu^  folglid)  aud; 
»on  a^nli(J;en  Regeln  unt»  C^iilintern  gelten ,  unt  ta  fidi  bei  biefen  bie  .öofjcn  wie  bie 
9?abien  ober  Surdtmeffer  ter  ©runcflijd^en  oerl)alten ,  fo  ftetien  folglid)  bie  Oberfiäc^en 
im  quabratifdien  SScrljältniffe  biefer  Siabicn  ober  'Durcfimeffer,  wie  bic§  für  gcrabe  Äegel 
unb  ßijtinbcr  bereite  in  ben  3fnm.  ^u  §.  127  unb  130  barget[)an  ift. 

@o  n>ie  fic^  ä[;nlic^c  5|5oll;gone  burc^  X)iagonaIpn  in  ät)nlid;c  2)reicrfe  ^erfcbnciben 
laffen ,  fo  fijnncn  offenbar  aucfi  äl;nlt(^e  ^ol^cber  in  äl)nlid)e  ^«ramiben  '^erfcbnitten 
werben.     J)ie  IJn^alte  ',weier  $i)ramibcn  überl)au»t  bcr()alten  fid) 

J  :  J'  =  G  .  li  :  G'  .  h'  ; 
bei  a[;n(i(^en  5ßt)ramtben  ift  aber  nad;  §.  124  3lnm.  2 

G  :  G'  =  h2  :  h'2, 
alfo  J:  J'  =.  h3:h'3-, 

ba  fic^  nun  bie  Jgöf^cn  wie  fiomotogc  Tanten  »erhalten ,  fo  iiert^alten  fic^  folgli^  bie  ^n- 
I)alte  ^weier  äl;nü(^en  •^^i)ramibcn  wie  bie  Äubcn  fiomologer  Santen,  unb  in  bem  ncl)m= 
ticfien  93er^ä(tniffe  fteben  nad)  bem  Obigen  bie  Jnt^alte  5l)nlid)er  i]3oh)eber  überr)au^t. 
—  Sic  3nl)attc  äf^nlic^er  6t)linber  unb  fegel  v>erl;alten  fid)  bal)er  aud),  wie  man  leid)t 
begreift,  wie  bie  Äuben  ber  9iabicn  ober  Xurc^meffcr  ibrer  ©runtflacfeen. 

23emerfung.  ^xxx  bequemen  Ueberfic^t  motlen  toir  {)ier  noc^  bie  im 
3Sor^ergeI)enben  enthaltenen  (^ormeln  ü6er  bie  58ere(^nung  be§  3n^It§  unb 
ber  Oberflächen  ber  Slörper  sufammenftellen.  —  6§  ift  nac^  ben  früher  on= 
gewenbeten  23e5ei(J)nungen 
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1)  heim  2BiirfeI bet  ^n^alt  = 


=   »3. 


2)  beim   rec^twinfeltgen   5)3atallele- 
))i^ebum ber  3"^^^^  =  a  .  b  .  c; 

3)  tetm  ^riSma ber  3nl)alt  =^  G  .  h; 

4)  fcei  ber  ^nramibe ber  3"^^^^  =  Y3.G.I1; 

5)  beim  DBeligfen ber  3n^alt  =  h  .  (M  +  73E); 

6)  beim  %ltnber [^^^  c^n^^^^  _  ^,^^'. 

r--^  ^  .       f.     .  (ber  SOJantet  =  mi, 

0  ^""^    ^^9^^ (ber  3n§alt  =  y.v^nh; 

Iber  3)?antel  =  (r  +  p)nf, 

8)  Um  a6getü.8ten  Scget '^"  3"^°"  =  ""  [(H^)'  + 

ibie  ganje  OBerpä(^e  =   4r27i, 

9)  bei  ber  ßuqcl  ■       OberfIä(^e  bor  3one  ober  Salotte 

.  j      =    2r;rh, 

fber  3nl)a(t  =  Va''^'»- 

S)ie  3Iu§brü(fe  für  ben  3)?antel  in  (ß) ,  (1)  unb  (8)   gelten  jeDo:^   nur 
bann,  »ocnn  G^linbor  unb  £ege(  gcrabc  finb. 


§.  178.    Sluföabc. 

2Son  einem  rcd}tnjinfligen  ^^araüelcpipebum  finb  brei  jufommenftc^enbc 
Tanten  AB  =  a,  AD  =  b  unb  AE  =  c  (gig.  83)  gegeben;  e§  foll  ^ierauS 
bie  diagonale  AG  =  d  berechnet  iverbcn, 

2(ufl.  SBenu  mir  bie  ginie  AC  jiefien,  fo  ift  in  bem  red^tiuinfligen 
2)reic(!e  ACG  d^  z=  aC^  -f  CG2  =  AC^  +  c^; 

ferner  ift  in   bem  rcrbtwinfligen   2)reic(fc   ABC   (nadj   ber    S3orau§fe^ung   ift 
2Bin!eI  ABC  ein  rechter): 

AC2  =  AB2  +  BC'-^  =  a2  -t-  b2. 
©e^en  anr  biefen  2Bert§  in  bie  üorBerge()enbe  ©Iciöiung  ein,  fo  ermatten  wir: 

d2  =  a2  -^  b2  +  c2,    alfo    d  =  l/a2  +  b2  +  c2. 

§.  179.    3«fo^. 

3Benn  bie  ®runbf(ä(^e  be§  re(^'itannfligen  ^aratlele)jipebum§  ein  Ouabrat, 
alfo  b  =  a  ift,  fo  »ermanbelt  fid)  bie  ©tcicfumg  bes  üor^erge^^cnben  §.  in 

d2   =    2a2  +  c2,    Olfo    d   =  l/2l2^rc2. 

<3inb  überbicp  auc^  bie  (Seitenf[äd)en  Ouabrate,  alfo  ba§  recBtivinfüge 
^aratlelcipi^cbum  ein  SBürfet,  fo  ift  c  =  b  =  a,  unb  e§  ge^t  jene  @Ieid)ung 
über  in 

d2  =  3a2,  alfo  d  --=  &Y3. 
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§.  180.    muf^aU, 

SSon  einem  2Bürfet  ijl  ber  Unterfc^ieb  jvttif^en  ber  2)tagonate  unb  bet 
^ante  —  d  gegeben;  e8  jotten  ^ieraiiS  bie  £ante  x  unb  bic  diagonale  z 
fcerec&net  njerben. 

Slufl.     Stu8  bem  »orf)erge^enbcn  §.  ermatten  wir  bie  ©(eic^ung 

z2  =  3x2 
unb  unmittelbar  au§  ber  2tu[ga6e  bie  ©leic^ung 

z  —  X   =    d. 
3nbem  wir  bie[e  @tei(f;ungen  auf  fcefannte  SBeife  aujTojen,  ergiefct  [x6) 

unb  .  =  %d  +KV,-i^  =  '-^^^- 

21  nm.  SOor  ber  SBuTjel  fönn  nur  bo8  3«^«"  (  +  )  fle^fn',  ^f"«  tröttte  man  vor 
bicjetbe  ( — )  Jcgcn,  fo  icürben  bie  SBcrtfie  toon  x  unb  z  negatito  tiserben,  wag  ungereimt 
Vüäre,  ba  x  unb  z  bie  SKaa^ja^Ien  bon  Sinien  toorflellen. 

§.  181,    mufqaU. 

SSon  einem  rec^twinfligen  ?)3oratIeIc)3ipcbum ,  be[fcn  (Srunb|Tä(i}e  ein  Oiia= 
brat  ift,  ift  bie  ©iagonate  =  d  unb  bic  ©umme  au§  ber  ©runbfante  unb 
ber  ©cite  =  f  gegeben;  wie  gro§  finb  bicjc  Reiben  Linien? 

Stuft.  2Bit  ert)otten  junäct)ft,  wenn  wir  bie  Orunbtante  mit  x  unb  bic 
©eitenfante  mit  y  bejeid^nen,  au8  ber  Stufgafee  felbft  bie  ©teii^ung 

X  +  y    =    f 
unb  au8  §.   179  bie  ©Iei(^ung 

2x2  +  y2    ^    d2. 
S)ur(^  Stuftöjung  bicjer  ®teid)imgen  ergiefct  \\6) 

f  +  l/3d2~=^  2f  2                  2f  +  |/3d2^-^=~2f  2 
X  ^  --— unb  y  ^  3—. 

SInm.     9[uS  bicfen  ©leic^ungen  folgt  jun5(^ft,  ba| 

2f2^3d2,  alfo  f^d\?3/2 
fein  mup,  ba  entgcgcngefe|tcn  %aließ  ber  9Iu§bru(f  unter  bem  SBurjcljctSen  ncgati», 
alfo  ber  SBurjelauäbrud  felBft  imaginär  irürbc.  2Beiter  gc'^t  ouä  Jenen  @(ei(^ungen 
^ertoor,  baf  bie  Slufgoie  jnsei  91uflöfungen  julQ^t,  ba^  e§  atfo  jtoei  t>er[(i)iebene  ^aroIlele= 
:|)ipeba  gcBen  fann,  wdäji  ben  aufgeftcüten  93ebingungen  ©cnüge  Iciften.  ©omit  jeboA 
biefe  njirfüdj  egiftiren,  muffen  Beibc  SBertt^e  »on  x  unb  y  :|>o[itit)  {ein.  ®ie^  ift  in 
S3eji(]^ung  ouf  bic  2Bcrt:^e  bon  x  ber  goU,  fo  lange 

f  >  l/3d2— 2f2, 
b.  :^.  vtenn  iuir  quabriren:         f2  >  3d2  —  2f2, 
oiyo  .      3f2  >  3d2 

unb  folglich  f  >  d 

ift.      ®ie  SBertte  bon  y  finb  Beibe  ^ofitib,  n>enn 

2f  >  l/3d2— 2f2; 
ötfo  4f2  >  3d2  —  2f2 

cber  6f2  >  3d2,  b.  ^.  f  >  dj/Vg 

ift.      35a  l^iernat^  bie  2B«rt^e  bon  y  gevoi^  ijjofitib  finb ,  toenn  bie^  für  Beibe  Sßert^e 
bon  X  gilt,  fo  crgeBcn  fid)  ou§  ber  borftc^enbcn  ©ntiDidelung  folgcnbe  Sicfultate: 

ßoppe'g  Stereometrie.    5.  aujT.  6 
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1)  5Dte  SlufgaBe  ifl  gar  nic^t  ju  löfcn,  wenn  f  >  ^Y^l2  ijl- 

2)  S)tc  SlufgaBe  ^at  nur  eine  Sluflofung,  »enn  f  =  dj/^^  J|l.  3n  biefent  gaUe 
»irb  X  =  Vs^  ""^  y  =  Va^- 

3)  5Dte  3Iufga6c  §at  j»et  2luflo|ungen,  »enn  f  <  ^Y^ht  "^^'^  >  'i  'P- 

4)  ®ie  SufgaBe  ^at  nur  eine  atuflöfung,  »enn  f  <  d,  aber  >  dl/Yj  ^P-  63 
fann  bann  in  bem  2Bert§c  öon  x  bor  ber  SBurjei  nur  iai  ^ix^in  (  +  )  gelten;  baä 
3eic^en  ( — )  hjürbe  für  x  einen  negatitoen  2Bert§  crgcBen. 

5)  ®ie  StufgaBe  ifl  afiermalä  nic^t  ju  Ißfen,  ^ocnn  f  <  ^Y^h  'i^-  ®^""  ^^  9*^^* 
bann  ouc^  ba§  oBerc  SSor5eicf)en  öor  bent  SBurjetauäbrucE  für  y  einen  negatiijcn  Sßertl^. 
3Biß  man  aber  ba§  untere  SSorjeic^cn  geften  (äffen,  fo  wirb  x  ncgati». 

§»  182.    Slufflabc, 

3n  einem  re(^tn)mfngen  ^araltele^i^jebum  »ermatten  ft(|  bie  jufammen; 
ftofenben  Tanten  mt  m :  n :  p;  tücnn  nun  bie  diagonale  =  d  gegeben  ifl, 
ttjte  gro§  ftnb  bie  Tanten  ? 

Stuft.  23ejeic§nen  toit  bie  gefüllten  Tanten  mit  x,  y  unb  z,  jo  erhalten 
wir  Iei(^t  bie  ®(ei(^ungen 

X  :  y    =    m  :  n, 
X  :  z    =  m  :  p 
unb  x2  +  y2  +  z2  =  d2 

unb  §ierau§: 

md  nd  pd 


X  =  Y^2  +  n2  +  p2,   y  =  ]/m2  +  n2  +  p2A   z  -  |/in2  -f  n^  +  p2 

3t nm.  ®enfen  toir  un3  ein  rec^ttoinftigeg  ^arattete^i^jebum  mit  ben  Tanten  m, 
n  unb  p  confhuirt,  fo  ip  baffe(6e  bem  oufjulöfenben  ^arattete^ji^jcbum  a§n(ic^  unb  bie 
^Diagonale  beffelBen  =  l/rn^  -|-  n^  -r  p2  Söcjeic^nen  toir  bicfelBe  ber  Äurjc  toe= 
gen  mit  v,  fo  t)ert;äU  fic^ 

x:in  =  d:v,   y:n    =    d:v,    z:p    =    d:v, 
toorauS  fi^  auf  ber  ©tette  bie  oben  für  x,  y  unb  z  Berechneten  2Bert§e  ergcBen. 

§.  183.    ^(ufgabe. 

®ie  Tanten  x,  y  unb  z  eine§  re^ttninftigen  ?Parattete^3i^ebum§  ju  6e= 
rechnen ,  wenn  ba§  9Serf)ä(tni|  berfel&en  =  m :  n :  p  unb  ber  {ör)3erti(^e  3"' 
^att  be§  S)5ataUeIepipebum§  =  J  gegeben  ift. 

Stuft.     9k^  %.   157  i[t 

X  .  y  .  z    =   J 
unb  JU  ^50^92  '^^'^  Stufgabe  x  :  y  =  m  :  n 

unb  X  :  z   =  m  :  p. 

StuS  ben  beiben  testen  ©teidjungen  fofgt 

nx       ,  px 

y    =    —  unb    z    =    ^-. 
m  m 

©e|en  wir  biefe  Sßert^e  in  bie  erfte  ©teic^ung  ein,  fo  üeraanbelt   fi(^  bie* 

fetbe  in  npx^  _ 

m2j 

^ierau§  fotgt  x^  =  , 

ober  wenn  wir  yx^.tx  unb  SfJenner  biefeS  SBruÄeS  mit  m  muttijjticiren: 
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mnp 


aljo 


v 


mnp 


w  r  f*                                                     1  7    J                   1  7    J 
unb  folqltcö  y  =  D  1/   ,  z  =  pi/  . 

'    ^  ^  y      mnp'  J^      mnp 

31  nm.  ©cnfcn  wir  «nS  ein  rec^totnfligeä  5)3arallclci>ivcbum  mit  ben  Tanten  m, 
n  unb  p  conjhruirt,  \q  ifl  baffcIBe  bem  ju  Bcrec^nenben  5{5araltc(e:pt^ebum  af;nlic^  unb 
fein  Sn^alt  =  mnp.  ÜDa  [i(f)  nun  ä§nli(^e  Ä5r\)er  wie  bie  ^6en  glcic^Ucgcnbet 
Ranten  tjer^altcn,  [o  ifl  folglici^ 


■v>^ 


x^  :  m^   =   J  :  mnp ,  atfo  x   ^   m  1 

Y      mnp 

Huf  gleiche  SGßcifc  taffcn  |i(^  bie  oBen  Bered^nctcn  SZBcttl^e  öon  y  unb  z  ct^alten. 

§.  184.    Slufßabc. 

93on  jttiei  SBürfetn,  beren  Tanten  ivit  mit  x  unb  y  bcjeic^nen,  ifl  bie 
Summe  btefer  Tanten  x  -|-  y  =  b 

unb  bie  (Summe  ber  för^3crli(^en  3nf)a(te 

x^  -|-  y^  ^=   a^ 
gegeben;  e§  jtnb  ^ierouS  x  unb  y  ju  Berechnen. 

8lnm.  !lDa  bi?  SBcrt^e  bon  x  unb  y  ficf;  öertaufi^en  taffen,  fo  ^<xi  bie  SfufgaBc 
ol^nera^tct  bc3  bo:|3pc(tcn  3^''^^"^  öoic  bcr  SBurjel  nur  eine  Süuftöj'ung.  5Damit  aber 
biefe  Slufiöfung  wirflicf)  ejiftirt,  mu^  bor  allen  Singen  ber  SluäbrudE  unter  bem  SBurjet 
jei(^cn  ^3o[itib,  alfo 

1)    b3^4a3,  b.  ^.  b^a|^4 
fein-     3fi  gerabe  b^  =  4a^,  fo  »erfi^winbet  ber  SBurjetauSbrud  unb  fotgli(i^  ijt  bann 
X  =  y  =  Y2b;  ifl  oBer  b^  >  ia?,  fo  werben  bie  2Bert§e  bon  x  unb  y  imaginär. 
SDamit  ferner  x  unb  y  ^)o^ttibc  SBert^e  erl^alten,  mu^ 


v.b  >  |/'^ 


b3 


12b 
fein.     Quabriren  toir,  fo  folgt  ]^ierau8 : 

,,^,       4a3  — b^ 
■  '/.»^  >  ~f2i^, 

unb  lijcnn  wir  bie  Sörüc^e  wcgfd^affen : 

3b3  >  4a3  —  b3, 
atfo  2)     4b3  >  4a3,  b.  :§.  b  >  a. 

3u  goTge  (1)  unb  (2)  mu^  alfo  b  jwif(^en  ben  ©anjen  a  unb  aV^4  =  a.  1,587  ... 
liegen. 

§.  183.    gifufgaöc. 

2tu§  ber  ®runb!ante  AB  =  a  unb  ber  ©citcnfante  AE  =  b  (^ig.  84} 
einer  üierfeittgen  regelmäßigen  g5^ramtbe,  (njcMje  jur  ©runtpi^e  ein  Quabrat 
unb  ju  <Scitenf[a(f)en  gteicl)i(^enf(tge  ®reic(fe  ^Oii^  bie  §öf)e  AF  =  h  unb 
ben  förpetli(^en  3"§^It  J  5"  6ered;nen. 

6* 
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9tufl.     3n  bem  rec^tiBtnfttgen  ®teie(!e  AFE  ifl 

h2    =    b2-AF2    =    b2-  V4AC2; 

ferner  ift  in  bem  ret^tminfttgen  ©retecfe  ABC 

AC2  =   AB2  +  BC2  =   2a2. 
©e^en  wir  biejen  2ßert§  in  bie  üor^erge^enbe  ®(ei(^ung   ein,  \o  ergie£t  jl^ 

1)  h2  =  b2—  V2a^  alfo  h  =  Kb^— V2a^- 

®a  nun  ber  3n^att  ber  ®runbf(a(^c  ABCD  =  a}  ift  unb  fcefanntlic^  ber 
töxpnl\6)i  Sn^alt  einer  5|3^ramibe  bem  brüten  3;§eile  be8  ^robucteS  au§  §ö^e 
unb  ®runbjiä(ie  glei(^  ift,  fo  ift  folglich  

2)  J  =   Vaa^  .  Kb^  -  72^2. 

§.  186.    3ufa^. 

©inb  bie  ©eitenf[ä(^en  ber  toierfeittgen  regelmäßigen  ?]S^ramtbe  gtett^s 
fettige  ©reieife,  alfo  a  =  b,  fo  get)t  bie  ®Iei(^ung  (2)  beg  ßort)erge^enben 
§.  über  in  

J  =    y.^^.V'k^'   =    V3a3l/Vr=   V6a^"l/2. 
2)a§   regetmäptge   Oftaeber,  U)el(^e8  betannttii^   »on  ad§t   gtet(i)feitigen  3)rei= 
ecfen  iegrenjt   wirb,  läßt  ft(^,  wie  leicht  ju  fetjen,  in  jwei   ^^ramiben  öon 
ber  eben  angegebenen  23ef(i)affen^eit  jerfc^neiben;  ber  för)3erli(^e  3'^^)^^^  beffet' 
Ben  ift  folglii^  -  Vs^V^- 

§.  187.    3luf9abc. 

23on  einer  üierfcitigen  regelmäßigen  ^^ramibe  ift  bie  ©runbtante  AB  =  a 
(§ig.  84)  unb  ber  Unterf(^ieb  jtt)ifd)on  ber  ©eitentante  unb  ber  §5^e 
AE  —  EF  =  d  gegeben;  eg  foÜen  l)ieraug  biefe  beiben  Sinien  (AE  =  z 
unb  EF  =  x)  beregnet  werben. 

9tufL     2(ug  ber  Stuf  gäbe  ergiebt  ft(^  unmittelbar  bie  ®Iei(^ung 
z  —  X  =   d 
unb  aug  §.  185  bie  jweite  @Ieid)ung 

x-i  =  z2_  1/2^2. 
ßöfen  wir  biefe  ®Ieic§ungen  auf  befannte  2Beife  auf,  fo  erliatten  wir 
a2  +  2d2       ^  a2  — 2d2 

z  =   — ■  unb  X  —  7- — . 

4d  4d 

§.  188.    Stufflabe. 

SSon  einer  regetmoßigen  breifeittgen  ^^ramibe  ABCD  (^^ig.  85)  i^  bie 
©runbfante  BC  =  a  unb  bie  ©eitenfante  AB  =  b  gegeben;  eg  foüen  ^ier= 
oug  bie  fenfre^te  ^5§e  AE  =  h  unb  ber  för^erlid)e  ^n^alt  J  beret^net 
werben. 

9Iuf(.  2ßie  tei&t  ju  fe^en,  ift  ber  ^-ußpunft  E  ber  ^5t)e  jugteii^  ber 
SKittel^unft  beg  gteid)feitigen  ©reicifg  BCD,  alfo  BE  =  CE  =  DE  unb  BF 
=  CF.     ©emnacf)  ift  in  bem  rc(^twinfligen  SDreiecEe  BFD 

DF  2  .=  BD  2  —  BF  2  =  a  2  —  1/^  a  2  =  3/^  a  2, 

atfo  DF  =  1/2^1/  3. 

S)ag   ©reieä  BFE  ift  c^  BFD,   weil   beibe  ben  2Bin!eI  F   gemeinf(^aftü(^ 

i)aben  unb  SBinfel  EBF  =  30«  =  BDF  ift.     ®a  nun  BF  =  1/2^0  ^f^/  t" 
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tjl  folglich  au(^  EF  =  V2  BE  =  V2  DE,  aljo  DE  =  2/3  DF.  *),  unb  ballet 

DE2  =  79DF2=  Yja^. 
3n  bcm  red^tvoinnigen  ©reietfe  AED  ift  ferner 

h  2  =  AE  2  =  AD  2  —  DE  2  =  b2  —  i/ga«, 

alfo  1]  h  -=  l/b'^— Vaa^. 

©er  3"§«it  ber  gtei(^feittgen  ©runbpc^e  BCD  ijl  Befannttit^ 

=  V2  BC  .  DF 
ober  wenn  wir  bie  2ßert^e  öon  BC  unb  DF  einfc^en: 

=  72^.72^1/3  =  y^a'^ys.  ' 

SKuIti^Iiciren  wir  biefen  9tu§bru(f  mit  h  unb  biwibiren  burd^  3,  fo  erhol- 
ten wir  

2)  J=  Vi2a^-K3.l/b2_  V3a2  =  Vi2a2l/3b2-a2. 

§.  189.    3ufa^. 

3n  bem  regelmäßigen  SCetraeber,  n)et(^e§  iefanntlid)  öon  öier  gteti^feitigen 
©reiedfen  iegrenjt  wirb,  ift  b  =  a,  ba^er  bie  ^ö^e 

1)  h  =  ]/a2_i/3a2  =  l/2-/^2  _  al/2/3 
unb  ber  förderliche  ^n^alt 

2)  J=  Vi2a^K^ä2  =  712*^1/ 2. 

§.  190.    2luf9abc. 

Sine  gegebene  ^p^ramibe  bur(^  eine  ber  ©runbpd^e  parallele  GBcne  in 
jwei  ©türfe  ju  jerfd^neiben,  wel(^c  fi(^  wie  m  :  n  toerf)alten. 

Slufl.  (S§  fei  bcde  (S''3-  56)  bie  geflickte  SE^eilungSeiene;  ba  fi(^  bie 
5j3Qramibe  Abcde  ju  ber  abgefürjten  ^^ramibe  bcdeBCDE  wie  m :  n  ber^al= 
ten  foH,  fo  ift  ba§  2Ser{)ä(tniß  ber  fleineren  ^p^ramibe  ju  ber  gegebenen  gan= 
jen  ^P^ramibe  Abcde  :  ABCDE  =  m  :  m  +  n. 

®o  ferner  bie  (Sbene  bcde  ber  (SSene  BCDE  ^^arallel  ift,  fo  ftnb  bie  Beiben 
SP^ramiben  ä§nli(^  unb  oerI)a(ten  \iä)  foIgIi(^  wie  bie  £uben  it)cer  g(eic§tie= 
genben  Tanten,  alfo  au(^  wie  bie  ^iifcen  it)rer^ö^en.  58ejei(^nen  wir  ba^er 
bie  ^ö^e  ber  fleineren  ^^ramibe  mit  x,  ber  ganjen  ^^ramibe  mit  h,  fo 
öerwanbett  fii^  bie  ofiige  5pro^jortion  in 

woraus  fic6  ergibt  x  =  hl/  — . 

y      m  +  n 

§.  191.    3ufa^. 

2luf  ganj  gtci(f)e  SBeife  wirb  ein  ^egel  burd)  eine  ber  ®runbp(f|e 
parallele  Sbene  nacf)  einem  »orgef(^riebenen  ^er^ältniffe  get§ei!t.  , 

§.  192.     mufqahc. 

Sine  afcgetürjte  $p^ramibe  bur(^  eine  ben  @runbflä(^en  paraMe  ßbene 
m6)  einem  ßDrgefd)riebenen  SSer^ättniffe  m :  n  ju  t^eilen. 

Stuft.  2ßir  bejeic^nen  ber  ^ürje  wegen  bie  größere  ®runbp(^e  ber  ge= 
gebenen  abgefürjten  ^^ramibe  (gig,  86)  mit  A,  bie  fteinere  mit  B,  bie  ge= 
fuc|te  2;t)eitung§ei)ene  mit  Z,  brci  gteic^tiegenbe  ©eiten  biefer  brei  5t;nti(^en 

*)  ginen  anbern  ©runb  für  bie  SRi^tigfeit  biefer  93c:^auvtung  liefert  §.  228  bet 
Planimetrie. 
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Figuren  mit  a,  b  urb  z,  ferner,  inbem  vrir  bie  ©eitenfanten  öerlöngcrn,  fctg 
fte  [\ä)  im  'üßnntk  P  jc^neiben,  bie  5tvi[(^cit  ber  ©^ji^e  P  unb  ben  ®runb= 
ftöc^en  A,  B  unb  Z  liegenben  ^^ramiben  mit  PA,  PB  unb  PZ;  bann  ifl 

PA  :  PZ  =  a  3  :  z  3 
unb  PZ  :  PB  =  z  3 :  b  3^ 

PA  — PZ        a3  — z3 


PZ  z3 

PZ  -  PB       z  3  —  b  2 


folglich 

PZ  z^ 

©iwibiren  mir  btc  Selben  testen  ^ro^jortionen  bur(^  einanber,  \o  erholten  wir 

PA  — PZ      a3  — z3 
Wetter 


PZ  — PB      z3  — b3" 

Sf^un  fmb  aber  PA  —  PZ  unb  PZ  —  PB  bie  geflickten  Steile,  welche  [i^  ju 
j^ofge  ber  Aufgabe  wie  n :  m  Dcrtiatten  foüen;  §icrna(^  bernjanbelt  fic^  bie 
Bor^ergetienbe  ^ro^ortion  in 

n       a  3  —  z  3 


woraus 
ober 

rt(| 

weiter 

ergibt 

nz  3  — 
(m  + 

-nb3 
n)z3 

Z   : 

=  ma  3 
=  ma  3 

aljo 

-r 

mz  ^ 
nb3, 


nb3 


m  +  n 


§.  193,     3uffl^. 

Stuf  gTeii^e  Sßeifc  wirb  ein  abgefürjter  ßeget  burc^  eine  ben  ®runbjlö(^en 
^araUcte  (Sbene  nac^  »orgef(f)rtebenem  33ccf)ältni[fe  get^eilt. 

®urd)  bie  bciben  tior^erge(}enben  Slufgaben  wirb  man  a\i6)  in  ben  ©tanb 
gefegt,  bie  fotgcnben  Aufgaben  ju  löfen:  SSon  einer  »oUftonbigen  ober  abge= 
türjten  5)3^ramibe  (^cgel)  burc^  eine  ber  ®runbf[ä(^e  ^arallete  ßbenc  ein 
(Stii(f  Don  borgefcf)riebenem  3"^)^^^^  abjuff^neiben.  S)enn  ba  ber  ^n^alt  beg 
abjufi^neibenbcn  ^örperS  gegeben  ift,  ferner  ber  3nt)oIt  be8  gegebenen  ^ör^erS 
fic|  auf  befannte  SBcife  berechnen  Iä§t,  fo  tennt  man  auc^  ba§  SSerpItni^, 
nac^  weti^em  ber  gegebene  Sör^jer  bur(^  ben  ber  ©runbflac^e  parallelen  ©c^nitt 
get§ei(t  werben  fotl. 

§.  194.    «aufgäbe. 

25on  einem  geraben  S^tinber  ift  ber  3)iantel  =  M  unb  bie  ©umme  au8 
bem  9?abiu§  unb  ber  .ipo^e  =f  gegeben;  eg  foKen  ^ierau§  biefe  beiben  ßtnien 
beret^net  werben. 

2tufl.  5«o(^  §.  127  ift  bie  formet  für  ben  2»antei  M  =  2mh;  be-- 
jeic^nen  wir  nun  ben  9?abiu§  mit  x  unb  bie  §5§e  mit  y,  fo  crf;a[ten  wir  bie 
@Iei(^ung  2x7iy  =   M 

ober  1)  xy  =  pr-. 

8tu8  ber  9tufgabe  ergibt  [x6)  ferner  bie  ®(ei(^ung 

2)     X  +  y  =  f. 
SIu§  biefen  ®Iei(^ungen  flnbet  man  ouf  befannte  Sßeife 


8T 


X  =  %  f  ± j/v.  f^  -  L  y  =  V. '  t]/v.  f ^  -  ^. 

M  _  _ 

anm.     ®amit  blc  3lufga6e  möglich  ip,  mu^  7r-<  V4  ^w  b.  1^.  M  <  1/4  f  ^  » 

fein;  benn  cntgcgengefe|ten  gatteg  hjütbe  bcr  SugbrucE  unter  bem  SBuvjcIscid^cn  negatiö, 
olfo  bic  SBcrt^e  bon  x  unb  y  imaginär  njcrben. 

§.  193.    SlufgaBc» 

2ßte  grop  ftnb  ber  ©urc^meffer  unb  bte  Sfoiji  eine§  geraben  ß^IinberS, 
hienn  ber  UnterjAieb  berjetBen  =  d  unb  bie  SDfcerflod)e  beg  G^tinbcrS,  b.  t). 
bie  ©umme  ax\§'  bem  3)?antcl  unb  ben  fcciben  ©runbfläcficn,  =  0  gcgefcen  ftnb. 

Stuft.  33e5eic§nen  »vir  ben  9?abiu6  mit  x,  alfo  ben  ®urc^me[fcr  mit  2x 
unb  bie  ^6t)e  mit  y,  fo  erijatten  tütt  junMjft  au8  ber  5(u[gafce  bie  ®(eic§ung 

1)     2x-y  =  d. 
®a  ferner  bic  ^-ormel  für  ben  §täc^enint)alt  be§  9}?antcl§  =  2mh  unb  bic 
formet  für   ben  3nt)alt   eine§  ßrcife§  =  r'^n,    dfo  bie  Okrftäc^e  =  2r7ih 
+  2r^n;  i[t,  fo  ert^alten  it»ir,    wenn    wir  r  bur{^   x  unb   h  burc^  y  erfe^en, 
bie  jweite  ®tci(^ung  2x7iy  +  2x2^  =  0 

ober  2)     xy  +  x2  =  —. 

^üxä)  Stuflöfung  bcr  ®Iei(^ungen  (1)  unb  (2)  ergi&t  fuf; 


aljo 


2x  =  V3(d  +  |/d^^,  y  =  V3  (-2d  +  y^f). 

Anm.  •SDaf  toor  bcr  2Burjet  nic§t  ( — )  ftcl^cn  fann,  leuchtet  auf  ber  ©teile  ein, 
ba  btefeg  SJorjetf^en  für  x  unb  y  negative  SBert^e  ergeBcn  icürbe.  SBeitcr  ifl  aber  nod§ 
frfotberli^,  bamit  bcr  SBert^  toon  y  nic^t  negatiß  ober  gleich  9?uC  >»irb,  ba^ 

i%  alfo  tocnn  »ir  quabrircn : 

4d2  <  d2  -f  ?2 
n 

ober  3d2  <  - — , 

71 

folglich  0  >  Vzd^Ti. 

§.  196.    mufQübe. 

95on  einem  ß^ltnbcr  ift  ber  förpcrüc^e  3n§att  =  J  unb  ba§  SSer^attnip 
jtt)if(^en  bem  D^abiiig  unb  ber  ^öt)e  =-■  m :  n  gegeBcn ;  eg  foUen  Ijieroug  biefe 
Reiben  ßinien  t)ere(^net  werben. 

Stuft.  Ifla^  §.  162  ift  bie  formet  für  ben  ^n^alt  beg  S^tinberS 
J  =  r^nh;  erfe^en  wir  t;ierin  ba§  gefu(^te  r  burd^  x  unb  li  burc^  y,  fo  er= 
Ratten  wir  bie  ©teii^ung 

x^nj  =  J  ober  xV  =  — • 
n 
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getnet  ergibt  fic^  unmittelbar  auä  bcr  Stufgabe  bie  (Steigung 

X  :  y   =   m:  n. 
2tu3  biefen  beiben  ®(ei(^ungen  folgt 

mJ 


-V\ 


n 

y  =    -X   = 

m 


D7E 

3J?ulti^3(iciren   wir  "^h^zt  unb  S'Jenner  be§  23ru(^e§   unter  bem  Sßurjefjeit^cn 
mit  m^,  jo  üertnanbelt  fi(^  bie  üorfte^enbe  ©lei^ung  in 

hieraus  ergibt  rt(^  weiter 

Slnm.  1.  ®ct  ^Kenner  m^n;!  tjl  gleic^  bem  3n^^^te  eine?  G^linbcrä,  iuc^et 
jum  9{abtuä  m  unb  jut  $ö^e  n  ^at,  alfo  bem  ju  Berec^nenben  (St)ltnbcr  fi^nlid)  jfl. 
©a  [ic^  ä^nüc§e  Stjünber  wie  bie  britten  5ßotenjen  i^ret  9?abtcn  ober  igö^en  »et^atten, 
jo  fönnen  wir  fotgenbe  ^ßroiportionen  bilbcn; 

jj3.m3  -_  Jtm^njr,  alfo  x :  m  =  ]/  J:  ym}ün 
unb  y  3  :n^  =  J.-m^  D/r,  atfo  y  :n    =^    y  J  •.ym'^nTi   ' 

worauf  fi^  auf  ber  ©tette  bie  oben  für  x  unb  y  Berechneten  SBcrt^e  ergeben. 

2t nm.  2.  Sßenn  toon  einem  St^ltnber  bcr  för^jerlic^c  3"^^^^  ""^  ^'^  ©ummc  ober 
©ifferenj  ber  §o^e  unb  be§  ©urcfimefferä  ober  Siabiuä  gegeben  jetn  fotite,  fo  würbe  bie 
Sere^nung  biefer  ßtnien  bie  2luf(ö[ung  einer  (unrein)  fubifc^en  ©leic^ung  erforbern. 
©affelbe  ift  beim  Äegel  ber  %aü.  9Ie^nlt^e§  gilt,  wenn  ton  einem  gctaben  (5t)[tnber 
ober  Äegel  bie  Oberfläche  unb  ber  förperU(^e  '^n^alt  gegeben  finb.  ®ic  folgenbc  Stuf» 
gäbe  Iö§t  jebot^  eine  fe^r  einfa(^e  Stuflöfung  ju. 

§.  197.    STuföflbc. 

9Bie   gro§   ift  ber  9?abiu§  x  unb  bie  ßö^e  y  eineä   geraben  S^(inber§, 
wenn  ber  30?ontel  =  M  unb  ber  forperlic^e  '^\\i)alt  =  J  gegeben  ift? 
Stuft.     2tu8  ber  Stuf  gäbe  ermatten  wir  (ei(^t  bie  beiben  ®(ei(^ungen 

2x7ry   =  M 

unb  x2;iy     =    J. 

©iüibiren  wir  bie  untere  ©teid^ung  bur(^  bie  obere,  fo  ergibt  \i6) 

X        J      ,-  2J 

2  =  M'  '^^'  "  =  M  • 
©e^en  wir  biefen  SBert^  in  bie  obere  ®leic§ung  ein,  fo  erhalten  wir  weiter 

§.  198.    atuföabc. 

2)en  för^jertic^en  ^n^att  eineä  frei§förmigen  ®ewölbe§  ju  beregnen,  mnw 
ber  innere  3Jabiu8  beffelben  CG  =  r  (j^ig.  87),  bie  ®i(fe  DG  =  d,  btc 
3at)t  ber  ®rabe  be§  33ogeng  EP  =  a  unb  bie  Sänge  be§  ®ewölbe8  DL  =  1 
gegeben  finb. 

Stuft.  ®er  t6r^erü(^e  3nf)att  be3  ©ewölbeS  wirb,  wie  man  tei^t  eim 
fie^t,  ermatten,  wenn  man  beu  gläi^enin^alt  ber  ebenen  ^5^9"^  ADBFGE  mit 
ber  Öänge  DL  =  1  mu(ti))Iidrt.     ®ie    j^igur  ADBFGE  ift  bie  ©ifferenj  ber 
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bciben  Äretgau§fc^mttc  ABC  unb  EFC.     ®er  ^rei§au8j(^nitt  EFC  ift  Mannte 

unb  ber  ßreiSouSj^nitt  ABC,  beffen  3?abiu§  CD  =  r  +'  d  ifl,  ift 
_    (r  4  d)  ^n«  _  (r^  +  2id  +  d^)  na 
~         360  36Ö  ' 

fotsltc^  ADBFGE   =   — g-g-^ =   3g^ , 

alfo  ber  förperlt(^e  3"^)^^^  ^^^  ®en)oI6e§ 

_   (2r  +  d)  dlTi« 
~  36Ö 

3lnm.  @etoot)nti(^  [inb  nt^t  r  unb  a,  fonbern  bte  33reitc  beS  @ctt)o(6e8  EF  =  b 
unb  btc  $ö^c  GH  =  h  gegeBen.  SKan  hjirb  bann  junä(^[t  t)ieraug  r  unb  «  ju  6ercc^= 
nen  unb  l^ierauf  bte  erhaltenen  SQBert^e  in  bte  obige  ©letc^ung  einju^e^en  i^aöen.  3n 
bem  ref^ttBinHigen  ©reieife  EHC  t{l 

EC2  =  EH2  4-  CH2, 
b.  \  r2  =  V4l>^  -t-  (r  — h)2  =  1/40^  +  r^— 2rh  +  h^, 

folglich  2rh  =  1/4  b  2  4-  h  2,  alfo  r  =  ^ . 

35er  2ßinM  a  ergibt  \\6)  auä  bem  ne^mli(^en  ©reiede  EHC  burd^  ble  ©tei^ung 
.    1/  EH        Vab         i> 

§.  199.    9(uföabc. 

SSon  einem  geraben  ^egel  ift  ber  Untcrfc^ieb  jttjifc^en  bem  3)?antel  unb 
ber  ®runbjlä(^e  =  D  unb  bie  ©umme  (x\\%  bem  3?abtu§  unb  ber  f(|iefen 
(Seite  =  a  gegefcen;  n^ie  laffcn  [ict)  bie[e  ßinien  finben? 

2tufl.  9^ac^  §.  130  ift  bie  formet  für  ben  3»antel  M  =  mf,  in  m\^ 
6)vc  f  bie  fi^icfe  ©eite  bcjeic^net;  betannttic^  ift  bie  gormel  für  ben  Sn^alt 
beg  i?reife§  1271,  fo(gIi(^  ift  D  =  mf  —  x^n.  (Srfe|en  tt)ir  I;ierin  r  burc§  x 
unb  f  bur(^  y,  fo  ertjalten  rair  bie  ©leit^ung 

1)  XTiy  —  ^n  =  D  ober  xy  —  x2  —    _. 

n 
ferner  ift  ju  golge  ber  9(ufga6e 

2)  X  +  y  =  a. 

2(u§  ben  Beiben  borfte^enben  ©(eic^ungen  ergibt  f[(^ 

^  =  'Aa  ±]/v.ea'-|  =  V,  .  (a  ±  ^^^J) 

unb     y  =  3/,  a  :F  |/ Vj6  a»  -  1^  =  V.  ■  (3a  +  j/^  ^). 
Slnm.    5Damit  bie  3lufgabe  m6gli(^  iji,  muf  ?i?ti  ^  8D  fein. 

^  §.  200.    «Äuförtbc. 

SSon  einem  geraben  5?eget  ift  bie  fentrec^te  §ö^e  AC  =  h  (gtg.  88)  unb 
ber  5D?anteI  =  M  gegeben;  eg  foden  bie  f^iefe  ©eite  y  unb  ber  9?abiu§  x 
6ere(^net  werben. 
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Stufl.     ©a  bet  SWantel  M  gegeben  ijl,   \o   erhalten  wir  junöd^fl  bie 

(Sleif^ung  1)    xny  =  M  ober  xy  =  — . 

n 

%ixmx  tfi  in  bem  re(^ttt)in!tigen  ©reiede  AGB 

2)         y2— x2  =  h2. 

M 
8tu§  bcr  ®Ici(i^ung  (1)  tft  y  ==  — ;  fe^en  wir  bicjen  SBert^  in  (2)  ein,  fo 

m2 

err^alten  wir  — ö— o  —  x^  =  h^ 

unb  wenn  wir  mit  x^  multtjjlictren : 

— „-x*  =  h2x2 

M2 

ober  georbnet  x*4-h2x2=     ^^ 


folgti^ 


n 
.2 


—  h2  7r  +  |/h*7i2  +  4M2 


unb  y2   =   h2  +  x2   = 


2?! 

4-   h  2  „    +   |/h  *  TT  2  +  4M2 
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Änm.  3)ie  StufgaBe  ijl  i^icma^  immer  mö^U^,  hjclc^e  SBert^e  auc^  h  unb  M 
^a6en  mögen. 

§.  201.    mufqahe. 

SSon  jwei  kugeln  ift  bie  ©ifferenj  bcr  O&crpc^en  =  D  unb  bie  ©ummc 
ber  9?abien  =  f  gegeben;  e8  foöen  t)ierau8  bie  9f?abien  ber  feeiben  £ugein 
berechnet  werben. 

Stufl.  9k(^  §.  143  ift  bie  06erfiö(|e  einer  ^iigel  öiermal  jo  gro^, 
at§  ber  größte  ^rci§.  23e§cic^nen  wir  ba^er  ben  9?abiu8  ber  größeren  ßugel 
mit  X,  ber  Heineren  mit  y,  \o  erhalten  wir  bie  ©teic^ungen 

1)    4x2?!  —  4y27r  =  D  ober  x2  —  y2  = 

in 

unb  2)  X  +  y  =  f 

unb  §terau8         x  =  — ^~-     unb  y  =  — — — . 

§.  202.    Slufgabe. 

SSon  einer  Äugel,  beren  9?abiu8  =  r  gegeben  ift,  einen  §I6f(^nitt  fo  ab- 
juf^neiben,  bap  bie  frumme  unb  bie  ebene  ©ren^ftäi^e  beffelben  fid^  wie 
m :  n  toer()alten. 

Stufl.  23ejci(^nen  wir  bie  §of)e  beS  gefuc^ten  2lBf(^nitteg  AD  (gig.  89) 
mit  y,  ben  9iabiu§  be§  ^iiget!reije§  BD  mit  x,  jo  ift  junädjft  ber  ßugel- 
frei§  =  x27r  unb  na(^  §.  146  bie  ben  Äugelabj(^nitt  bcgrenjenbe  Salotte 
=  2rny;  wir  erhalten  fo  bie  ®(ei(^ung 

.,     2r7ry  m     .       2ry  m 

1)   -^  =  -  ober  — f  =  -. 
x'n  n  x'  n 
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Um  eine  jttjcite  ©tetc^ung  ju  finbcn,  »crtinbcn  tött  ben  ^unft  B  mit  ben 
(Snb^junften  be8  ^ugelburdjmefferS  AE;  bonn  ift  tefannttit^  SBinfet  ABE  ein 
rechter,  foiglit^  Der{)ä(t  [ic^ 

AD:  BD   =   BD.  DE, 
b.  ^.  y  :  X  =  X  :  2r  —  y ; 

aljo  ift  2)  x2    =   yC2r  —  y). 

©c|cn  wir  biejen  Sert§  in  bie  ©leii^ung  (1)  ein,  fo  toettoanbelt  fni^  bie= 

y(2r-y)  n    "^        2r  -  y  n' 

2r('m  —  n) 
tt)orau§  fi(^  orgiebt:  y  = . 

2tnm.  ©Ott  j.  93.  bic  frumme  gläc^e  bo^^clt  ^o  grop  »etben,  at8  bie  eBenc,  fo 
ifi  m  =  2n,  ülfo  y  =  r,  b.  t).  ber  gefugte  ßegelafcf^nitt  ijl  bcr  §al6fugel  gtetc^. 

§.  203.    mufQabc. 

aSon  einer  au§ge^5I)ttcn  ^ugel  ift  ber  5?iil)ifin^att  ber  fugelfBrmigen  9^inbc 
=  J  unb  bie  ®t(fe  =  d  geget^en;  e8  foüen  f)ierau8  bie  Dkbien  ber  äußeren 
mib  inneren  ^iigelflät^e  bered)nct  werben. 

Sttufl.  ®ie  2)l(fe  ber  ^iigelrinbe  ift  offenbar  bem  Unter jc^iebe  ber  6ei= 
ben  9?abicn  gleit^,  atfo  wenn  wir  ben  größeren  9tabiu§  mit  x,  ben  fleineren 
mit  y  fceseidinen:  1)    x  —  y  =  d. 

©ie  gormel  für  ben  tor)5erü(^en  3n()alt  einer  ^ugel  ift  na(^  §.  175  '^/^r^n. 
®a  J  in  ber  otigen  2Iufgat>e  ben  Untcrfifiieb  bcr  for))erIi(^en  ^n^alte  ber 
beiben  5?ugcln,  bercn  JKabien  x  unb  y  fitib,  be5ei(^net,  fo  ift 

2)     Vs^^^  -  VzY^'^    =    J   O^er  x3  _  y3  =  ^. 

2tu8  ben  ®Iei(^ungen  (1)  unb  (2)  ergießt  fu^  

»nm.     !©amit  y  ni(^t  ticgottö  ober  9Zutt  totrb,  mu^  fein: 

alle  -^—  >  'Ui^ 

ober  3J — d^n  >  Sd'^n, 

folglich  J  >  Vsd^ 

b.  f).  bcr  gegebene  Sn^olt  J  mu^  gro§cr  fein,  aB  ber  '^niialt  einer  Äuget,  torii^e  jum 

9?abiug  d  ^ot.     ®ie|  üorauggefe|t,  ift  bie  Slufgabe  immer  mogtii^,  inbem  bann  aüä) 

3J>  d^Ti,  alfo  ber  2tugbru(f  unter  bem  aBurjetjeii^en  ipcfitiö  ift,  unb  foIgIi(^  x  unb  y 

recCe  unb,  wie  »ir  gefc'^en  ^a6en,  ipofitiüe  SEert^e  erhalten. 

§.  204.    Stufflabc. 

®ie  ®ide  ber  9?inbe  einer  au§gel)D^üen  ^uget  ift  =  d  unb  bie  5D?aterie, 
au8  we((^er  biefelbe  bcfte[)t,  ift  mmat  fo  f(^wer,  o(8  SSajfer;  wie  gro§  mu^ 
ber  5u§cre  9?nbiu'§  (x)  unb  ber  innere  9?abiu§  (y)  fein,  bamit  bie  §ot;i= 
tugel  gerabe  im  SBaffcr  f(^wimmt,  b.  1).  fo  f(^wer  ift,  alg  bie  SBoffermajfe, 
wel(^e  fie  au§  ber  ©teile  treibt? 
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Slufl.  ®et  3n^alt  ber  ganjen  ßugel  ift  =  '^l^^i^n,  bet  3n^att  bct 
^ö^fung  ==y^y^n,  a(fo  ber  Sn^alt  bet  3fJinbe  =^  ^/^n(x^ —  y^y^  bo  bic 
3J?oterte  betfelben  mmol  |o  fc^ttjer,  alg  SEaffer  unb  bet  3nt)att  bet  buic^ 
bieklbe  üetbrängten  äßaffermaffe  =  ^Ax^n  ift,  jo  et^alten  »it  bie  ©leit^ung 

ober  DQX^  —  iny3   =   my3 

unb  bafter  y^  =  .  x^ 

'  m 

folglid^  wenn  »ir  bie  ßuHfwurjel  auSjie^en 


1)  y  =  x|/"'-' 


3 
^  m 

m 


X 

y 

1/m  —  Vm  —  1 
xl/(m-l) 

dl/m— 1 

3u  §oIge  bet  Slufgafce  iji      2)    x  —  y  =  d. 

@e|en  toit  ben  SBertf)  »on  y  au§  bet  etften  ®leirf)ung  in  bie  jvoeite  ein, 

jo  etgiefct  \i^  x  —  x  1/ =  d 

ober  wenn  wir  bie  ganje  ®Iei(^img  mit  "j/m  multi^jliciten: 
xlXm-xl/(m-l)   -    dl^m, 

3 

dl/m 

aljo 


unb 


Ym  —  Ym—  1 

anm.     Scfic^t  bte  ßugel  auB  ©ijen,  fo  ift  o^ngefa^r  m  =  8-,  tjl  nun  d  =  1 

1/8  2 

1/8-1/7         2-1,9129 
2 

^  ö;ü87"i  ^  ^^'^^•■ 

SDetnnai)  ijl  b«r  5u§ere  Stabiuä  x  Beinahe  =  23  unb  ber  innere  y  =  22  Soß- 

§.  203.    «Aufgabe. 

2Bie  gro§  mu§  bet  ©uri^mcffer  eine§  fugelformigen  Öuft6atIon§  fein, 
bamit  berfelbe  eBen  in  ber  Suft  i(f)wc6enb  erl)a(ten  njirb,  itjcnn  ba§  (Se= 
n)i(^t  eine§  ^u6iffu§eg  otmofp^ärifc^er  Suft  =  a ,  baS  ®e\üid)t  eine§  Su6if= 
fu§eg  beg  fiiüenben  ©afeg  -=  g  unb  bag  ©eaic^t  eincg  Cluabratfupeg  ber 
^üüe  =  h  ift? 

Stuft.  23ejei(^nen  wir  ben  gefudjten  D?abiitg  mit  x,  fo  ift  bag  ©ewi^t 
ber  Jpüae  =- 4x27rh,  bag  ®ewid)t  beg  füüenben  ©afeg  =  Vs^^^S'  ^^^^ 
ba§  @ewi(|t  be§  ganjen  SSattong  4x27ih  +  Va^^^S/  f«'^"«'^  ^^^^   ©ewic^t  ber 
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»erbrängten  Suftmaffe  ^/gx^na.  ®a  btejeS  (^mx^t  bem  ®mi^U  beg  ganjen 
iBoüong  gtetc^  fein  joü,  jo  ertjotten  tt)ir  bie  ©leii^ung 

(1)    4x27ih  +  Vs^^^g  =  Va^^^a 
ober  wenn  wir  bie  ganje  ©leit^ung  bur(^  4x2;i  biaibiten  unb  mit  3  muÜi= 
^)ticlren:  3h  +  gx  =  ax, 

am  X  =  . 

a  — g 

21  nm.     ®a8  ©ctoic^t  cincg  ^6iffu|cg  atmof^^rifc^cr  Suft  tft  olingefä'^t  =  2^/^ 

ßot^.     3ft  bog  bcn  SBaüon  füücnbc  SOBafferftoffgaS  fc^r  rein ,  }o  werben  wir  boffelBe 

llmat  leichter,  alS  atmof^^ärifi^c  ßuft  unb  ba^er  ba§  @etoi(i)t  eineg  ÄubiffupeS  =  ^4 

ßot^  annehmen  fonncn.     3[t  nun  baS  @eh)i(^t  eineä  Quabratfu^eS  bc8  bcn  Söaöon 

um^üenben  2Ba(^Staffet8  =  IV2  'ßot^,  fo  ip 

>  =  ^'yl  -  Vs  =  l'/s  M, 
otfo  bet  5Dur(i^me|yer 

2x  =  33/5  m 

©oll  bcr  SSaHon  in  ber  öuft  nic^t  bIo§  ^(^we'ßcn ,  fonbern  auä)  nod;  eine  8a(l,  beten 
©ensic^t  wir  mit  L  Bejeit^nen,  tragen,  fo  erl^alten  wir  ftatt  ber  ®Iei(^ung  (1)  bie  hx^ 
Bifc^e  ©leie^ung  4x'^7ih  +  Vs^^^g  +  L  =  ^/ax^na 

ober  georbnet  x37i(a  —  g)  —  3x'^7rh  ==  3L. 

2Bir  toerji(^ten  yiboä)  ouf  bie  Sluftöfung  biefer  ®tei(^ung  unb  Bcmerfen  nur  no(^ ,  boß 
wenn  umgefe^vt  ber  SKabiuö  x  gcgeBen  ifl ,  [lä)  au3  bieder  ©teic^ung  leiert  bie  ßap:  L 
Berei^nen  ISpt,  wel^c  ber  Satton  ju  tragen  toermag.  (SBerglcii^e  3lnfang§grünbe  bcr 
^M^-     5.  STup.     §.  75.) 
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^  n  I)  a  n  0. 

fSion  l>et  ^u^meffitno   Öet  Raffet» 


§.  1.    (SvflävuttQ. 

2ßenn  man  auf  bem  ©uri^meffer  AB  eineg  §a(6treife8  AD'B  (^tg.  90) 
in  Belte&igen  fünften  8otf)e  biS  an  bie  ^erip^erie  gie^t  unb  bann  fämmt= 
lic^e  8otf)e  nad;  bemjelben  2Ser^ä[tnt[fe  tf)eiU  (ober  verlängert),  fo  (legen  bie 
2;()ei(iing§punfte  auf  ber  §älfte  ADB  einer  frummcn  8üüe,  welche  man  eine 
Güi^fe  nennt,  ©er  ®ur(^me[fer  AB,  tt)el(^er  bie  (Sütpfe  in  jwei  j^mme^ 
trifc^e  Jpälften  tfjeiit,  ^ei§t  bie  erfte  Stge  berfelüen,  unb  ba§  im  3)?ittet= 
))un!te  C  errichtete  8ot^  CD,  voeli^eg  bie  Süipje  eBenfatlg  f^mmetrifi^  t^eitt, 
loirb  bie  :^albe  jvoeite  Stge  genannt. 

Slnm.  SDlan  fic^t  au§  biefcr  Srftärung  Uidft,  baf  bie  öon  bet  (Stti^sfe  eingc^ 
fc^Ioffene  glö(^c  jur  g(ac§e  be§  f  reifeä  baä  nei^mlic^e  S5er()äUni^  ^at,  nai^  toeti^em  bie 
auf  bem  ®ur(f}me[fer  AB  errichteten  ßot^e  get^ettt  fmb.  SBenn  iuir  alfo  bie  t;aI6c 
erpe  Slje  ber  efli^jfe  AC  =  BC  =  CD'  ===  a ,  bie  ^albe  jttjeite  3(je  bet  gCi^fe  CD 
=  b  fegen,  ferner  bie  %läd)t  ber  SHi^sfe  mit  E  unb  bie  g[ö(^e  bcä  Ätcifeä  mit  K  te= 
jet(^ncn,  fo  ifi  E  :  K  =  CD  :  CD'  =  b  :  a, 

b.K 

alfo  E  =  . 

a 

SRa«^  §.  221  ber  ^Planimetrie  tfl  oBcr  K  =  bi.\  fotglid^ 

^        b  .  a^Ti 

E  =  =  abTi. 

a 

§.  2.    ei'flärunß. 

©ie  frumme  DBerpc^e  eine§  ^affeS  wirb  erjeugt , , wenn  man  einen 
Sogen  FH  (gig.  90)  um  eine  jur  ©e§ne  beffeI6en  ^arattele  Stge  EG  bre§t. 
—  SSon  biefem  Sogen  FH  lä^t  ficC;  im  Stilgemeinen  weber  für  beftimmt  6e= 
§au!pten,  ba§  er  einem  Greife,  noc^  ü&er^au))t,  weicher  frummen  Sinie  er 
angehört,  ©o  oiet  inbe^  fte^t  feft,  ha^  er  feine  ()o()(e  ©ette  gegen  bie  Slje 
wenbct,  ba§  er  üon  bem  ßnbpunfte  F  bi§  jur  3[)?itte  D  fit^  ftetig  üon  ber 
2($e  entfernt  unb  »on  D  h'iS  II  ftc§  ber)e(6en  eBen  fo  näfiert,  unb  ba^  alfo 
DF  unb  DH  f^mmetrifi^e  Jpälften  finb.  —  ©a  eine  ganj  Beftimmte  2Sor; 
f(^rift  ü&er  bie  9?atur  ber  frummen  Sinie,  welcher  ber  Sogen  FH  angehört, 
nid^t  i)or[)anben  ift,  fo  wirb  e§  un§  frei  fielen,  irgenb  eine  fo((^e  ju  wäi)(en, 
welche  ben  angefüf)rten  Sebingungen  genügt.  2tlo  i)efonber§  einfarf)  erfi^eint 
bie  Sfnna^me,  ba§  ber  Sogen  FDH  einer  (Süipfe  angeijört,  bereu  erfte  Slge 
AB  mit  ber  Umbrerjung^aje  EG  sufammenfäüt,  unb  bie  folgiii^  i^ren  äKittel^ 
punft  in  C  i)at.     ®ie^  üorau§gefe^t,  fteden  wir  ben  folgenben  8e§rfa^  auf. 
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3ebe§  %a^  tfl  gleic^  bet  ©umme  brciet  ^eget,  iueli^e  [ämmtlt(^  mit  bcm 
gaffe  gtei;^e  i^ö^e  ^aben,  unb  üon  bcncn  jwet  ben  größten  unb  einer  ben 
fleinften  Ouerbur(^f(^nitt  be§  ^^affeg  511t  @runbfI5(^e  i^at. 

Söejeic^nen  wir  baljer  ben  '^ni)alt  be§  gaffeS  mit  F,  bie  §ö^e  beffetöen 
mit  h,  ben  größten  DtobiuS  (am  ©piinbe)  mit  r,  ben  fteinften  (am  33obcn) 
mit  Q,  jo  i[t 

F    =    V37ih(2r2  +  ^o2). 

23ett3ei§.  ®8  fei  EFHG  (gig.  90)  bie  ^älfte  eine§  buri^  bie  STgc 
EG  gefegten  Ouerburd)f(^nitt§  be8  auSjumeffenben  gaffeS,  alfo  nad)  §.  2 
FDH  ein  93ogen  unb  ADB  bie  §a(fte  einer  Silipfe.  3Ser(ängern  \mx  nun 
EF  unb  GH,  6i§  [ie  ben  §at6treig  AD'B  in  F'  unb  H'  treffen,  unb  bcnfen 
un§  Ijierauf  bie  ganje  i5''9"'^  ""^  AB  atS  5($e  gcbreljt,  fo  erzeugt  ber  §at6= 
frei§  AD'B  eine  ^ugel,  bie  {)aI6e  Sdipfe  ADB  einen  Äör^er,  meieren  man 
ein  ©^j^äroib  nennt,  ferner  bag  3Sierc(f  EF'H'G  eine  fürper!i(^e  ^ugel= 
Jone  unb  ba§  SSicrccE  EFHG  ba3  augjumeffenbe  §a^.  —  Unt  nun  junä(^ft 
ben  '^nl)ait  ber  för^jerlid^en  ^^ugefjone  ju  Berechnen,  jiefjen  wir  bie  3?abien 
CF'  unb  CH',  iöoburc^  ba§  Sßiered  EF'H'G  in  bie  Reiben  re(f)twinf(tgen 
SDreiecfe  CEF'  unb  CGH'  unb  in  ben  £rei§au§f^nitt  CF'H'  jerfc^nitten  wirb. 
S)ie  re(|tttjinf(igen  ©reiecfe  CEF'  unb  CGH'  erjeugen  6ei  ber  Umbre()ung  jwei 
^cgct,  we((^e  CE  =  CG  =  ^^li  jur  §ö{)e  unb  EF'  =  GH'  ju  5Habicn  t)ahm. 
®er  3n()a(t  eine§  jeben  berfelben  ift  fo(g(i<^,  wenn  wir  EF'  —  GH'  =  q' 
fe^en,  =  Ys*''^^  •  V2^j  ^^f"^   f^^^b  ieibe  §u|ammen 

®er  ^rei§ausf(f)nitt  CF'H'  erjeugt  6ei  ber  Umbre()ung  einen  ßörper, 
welchen  wir  un§  at§  bie  ©umme  uncnblid)  Dieter  unenbli(^  {(einer  Siegel 
benfen  fönnen,  bie  alle  ifjre  ©pi^e  im  9Jtittc[punfte  C  unb  iljre  ®runbp(^en 
auf  ber  Dom  93ogen  F'H'  6ef(f)rie6enen  ^ugeljone  ()aben,  unb  bie  folglich 
jufammen  einem  ^eget  glei{^  finb,  welcher  ben  ^uge(rabiu8  jur  ^b[)C  unb 
bie  öom  SSogen  F'H'  6cfcf)rie6ene  ^fugetjone  jur  ©runbfläcfjc  f)at.  ^yjun  ift 
ber  g£äc§enin()a(t  ber  ^lugeljone,  wenn  wir  ben  9?obiu§  CD'  =  v'  fe^en,  6e= 
fanntUd^  -=  2r'7ih,  fo(g(i§  ber  Snljalt  be§  bur(^  CF'H'  erjeugten  ^örper§ 

Vgr'  .  2r'7ih    =    2/3r'27rh. 

Stbbiren  wir  ^ierju  ben  9tu8bru(f,  welchen  wir  oben  für  bie  ©ummc  ber  bei= 
ben  ßeget  gefunben  ^aben,  welche  bie  ©rciede  CEF'  unb  CGH  erjeugen,  fo 
erhalten  wir 

2/3r'2;rh  +  y^o'^nh  =  V37rh(2r'2  +  o'2) 

atS  ben  3"^att  ber  för^3erIic§en'3o"ef  W3el(^e  ba§  SSiered  EF'H'G  Bei  ber 
Umbre^ung  erjeugt. 

Um  ^ierau§  ben  ^ni)a{t  be§  auSjumeffenben  j^affeä,  welches  üon  bem 
SSierede  EFHG  erjeugt  wirb,  I)erjuleiten,  benfen  wir  un§  burc^  einen  beliebigen 
$Pun!t  K  in  ber-  Stje  eine  ju  berfelben  fcntre(^te  @bene  getegt,  fo  burc^j(^nei= 
bet  biefelbe  bie  beiben  Körper  in  jwei  Greifen,  bereu  JKabien  KL  unb  KL' 
finb.  ®ie  %la^m  jweier  Greife  t)er()alten  fi(^  befannt(ic§  xak  bie  Ouabrate 
i^rer  Diabien,  alfo  im  üorliegenben  galle  \m  KL2:KL'2.  ^ad)  §.  1  ift 
aber  KL2  :  kl'2  =  cd2  :  CD'2  =  r2 :  r'2. 

®a  biefe§  ne§mli(^e  23er^o(tnip  jwi)(f)en  ben  ©uri^fi^nitten  be§  gaffeg  unb 
ber  förperlidjen  ."^ugeljone  immer  ftattfinbet,  wo  wir  aud;  bie  fc^ncibenbe  ®bene 
legen  mögen,  fo  überjeugt  man  fi^  leicht,   bap  au^  bie  ^öxpa  felbft  i()rem 
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3n^alte  m^  in  bemjelBen  93er^ättm[fe  ftel;en.     Senn  wir  aljo  bie  tbtpnü6)t 
3one  mit  Z  fcejeii^nen,  fo  »erhält  fi(| 

F  :  Z  =  r2  :  r'2 


woraus  fic^  F  =  z  .  -j^ 

ergibt.  —  2Bir  f)aUn  oBen         Z  =  V37ih(2r'2  +  ^'2) 

Sefunben;  aljo  i[t  F  =  i/3„h(2r'2  +  f '2) .  II 


r2 


=  V3''l.(2r".';^  +  »'^^,). 


92a(^  §.  1  ift  afcet  r^ :  r'^  =  ^2 .  0/2.  ^iernac^  löpt^fii^  bie  fo  efcen  er^oltene 
©leit^ung  au(^  jo  [(^reiben: 


V3nh(2r'2.i,+,'2.^^) 


F  = 

"^      V  r'^   ^        ^■ 

ober  F  =  737ih(2r2  +  ^2^^  ^   j^  ^   j^ 

2lnm.     3P  5.  SS.  t5on  einem  gaffe  gegeBcn : 

r  =  15",  o  =  13"  unb  h  =  22", 

fo  ifl  bet  föriperltdjc  ^ntiatt  beffelben 

F  =  1/3  .  31/7  .  22  .  (2  .  152  +  132)  _  1426610/21  (^uBüsott). 

®a  ein  vreu|if(^e§  Quart  =  64  ^uBifjoH  ifl,  fo  enthält  baS  fo  cBen  Berechnete 
ga§  (ot)ngefäl)r)  207  Quart. 

SDa  inbe§  bie  ©efialt  ber  Säffer  nseber  eine  ganj  regelmäßige,  noä)  Bei  aöen  üBcr? 
cinftimmenbe,  ja  niAt  einmal  Bei  bem  ne'^mli(f)en  jjaffe  untocrönberlii^e  ift,  fo  fann  cS 
au(^  feine  gormel  geben,  toelc^e  für  aße  gäffer  ganj  genau  pa^ti,  fonbern  man  toirb 
ficE)  in  ben  meiften  gälten  mit  annöBernben  Slefultaten  Begnügen  muffen,  ju  beren  SSe« 
rci^nung  [lä)  bie  oBige  gormel  Befonberä  buri^  i^rc  gro^e  ©infai^^eit  bor  onbcren  ju 
biefem  ^^veife  toorgefd)lagcnen  gormeln  em^fie^tt. 

§.  4.    3ufa^. 

2tu8  bem  23ett)eife  be§  oiigen  8e{)rfa^e§  ge^t  m^  m^  l^ertior,   ba^   ft(^ 

ba§   burd)   Umbref)uiig  bct   I)alben    ßüi^jfe  ADB   erjeugte   ©^f)ärotb    ju  ber 

ßugel,  weld)e  ber  ^a(6!rei§  AD'B  iei  bet  Umbre[)ung  fcejc^reibt,    wie  CD2: 

CD'2  üet^ält.     SSe^eic^nen  wir  alfo  ba§  ©pt)äroib  mit  S,   bie  ßuget  mit  K, 

ferner  bie  I)oISe  erfte  2(je  ber  ßüipfe  AC  =  CD'  mit  a,  bie  ^al&e  jweite  CD 

mit  b,  fo  Der^ält  fi^  S  :  K  =  b2 :  a2. 

iyiun  ift  a6er  m6)  %.  175  ber  (Stereometrie 

K  =  y,^\ 

b2 
foIgti(^  S  =  y^a,^n.-^ 

ober  S  =  y^ah'^n. 

Stnm.  1.     3n  biefer  gormel  fann  (termöge  §.  1)  a  fotoo^I  >,  ol§  <  b  fein. 

31  nm.  2.  S3ei  ber  (Srbe,  iuelc^e  fe^^r  na!§c  bie  ©eflalt  eine§  ®^:^äroib8  ^at,  ijl 
a  =  856,55  unb  b  =  859,44  geogra^j^ifc^e  üKeilcn.  JöierauS  erglBt  fn^  t§r  ÄuBif* 
inl^alt,  toenn  man  n  =  3,1415927  fe|t: 

J  =  2650160000  ÄuBifmeilen  (o^ngefä^r). 
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